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Kapitel 0Einleitung0.1 Was bisher geschahFixpunktlogiken sind Erweiterungen der Logik 1.Stufe durch einen Operator f�ur in-duktive De�nitionen. Sie sind eng mit Komplexit�atsklassen verwandt. So sind zumBeispiel die endlichen Klassen geordneter Strukturen, die in der Fixpunktlogik IFPde�nierbar sind, genau diejenigen, die in PTIME berechenbar sind [Var82,Imm82].Auch andere Begri�e der Komplexit�atstheorie lassen sich in die Logik �ubertragen,insbesondere die der Reduktion und des vollst�andigen Problems.Das vollst�andige Problem, das uns hier interessiert, ist das Geographiespiel1. Geo-graphiespiele werden auf Strukturen mit einer Kantenrelation gespielt. Die Spie-lerinnen ziehen von einer Startposition aus einen Spielstein abwechselnd entlangeiner Kante. Wer nicht ziehen kann, hat verloren. Das Problem, zu entscheiden, werdas Geographiespiel auf einer gegebenen Struktur mit einer gegebenen Startstel-lung gewinnt, ist vollst�andig f�ur PTIME bez�uglich LOGSPACE-Reduktion2 [JS76]3Die entsprechende Aussage in der Logik ist, da� das Geographiespiel auf geordne-ten Strukturen vollst�andig f�ur IFP bez�uglich DTC4-Reduktion ist5. Sie l�a�t sichin doppelter Weise versch�arfen: Das Geographiespiel ist vollst�andig f�ur IFP, so-gar bez�uglich quantorenfreier Reduktion auf allen endlichen Strukturen, auch ohneOrdnungsrelation [Dah87]6.0.2 Was Sie in dieser Abhandlung lesenAusgangspunkt der Arbeit war die Frage, wie ausdrucksstark Fixpunktoperatorender Form [FPX�x 9�z =2X'(�x; �z)] mit quantorenfreiem ' sind. Diese stehen in engemZusammenhang mit dem Geographiespiel.Betrachtet man '(�x; �z) als De�nition einer Kantenrelation, so charakterisiert dieserOperator die Gewinnstellungen im zugeh�origen Geographiespiel, wenn der Fixpunktexistiert.1Dieser Name kommt von einem Spiel, bei dem abwechselnd z.B. eine Stadt genannt wird, diemit dem Buchstaben anfangen mu�, mit dem die vorige aufgeh�ort hat.2In obiger Variante. Meistens verbietet man beim Geographiespiel Wiederholungen, das hei�tder Spielstein darf nicht ein zweites mal auf ein schon benutztes Feld gezogen werden. Mit diesemVerbot ist das Geographiespiel vollst�andig f�ur PSPACE (�ndet man in [Rei90]).3In [JS76] wird dies f�ur eine Klasse GAME gezeigt, die etwas aufwendiger de�niert ist, als dasGeographiespiel. Das Ergebnis l�a�t sich aber leicht auf das Geographiespiel �ubertragen.4DTC ist die Erweiterung der Logik erster Stufe durch einen Operator f�ur die transitive H�ullede�nierbarer deterministischer (d.h. rechtseindeutiger) Relationen.5Diese Entsprechung �ndet man als �Ubung in [EF95].6[Dah87] bezieht sich ebenfalls auf die Klasse GAME aus [JS76].3



4K�onnte man sich darauf verlassen, da� er existiert, so w�are es dank der Vollst�andig-keit des Geographiespiels leicht zu beweisen, da� solche Operatoren so ausdrucks-stark sind wie IFP. Leider ist dies nicht der Fall. Er existiert nur, wenn das zugeh�ori-ge Spiel remisfrei ist, d.h. wenn es keine Stellungen gibt, in denen keine der beidenParteien eine Gewinnstrategie hat. Es stellt sich also die Frage, ob man mit solchenFormeln '(�x; �z) auskommt, die remisfreie Spiele de�nieren. Anders formuliert: Sinddie remisfreien Geographiespiele vollst�andig f�ur IFP?Die Theorie der remisfreien Spiele hat sich als fruchtbar erwiesen. Unser Programmist folgendes: Zun�achst wird ein \Hauptsatz" bewiesen, der in etwa sagt, da� die re-misfreien Geographiespiele tats�achlich vollst�andig f�ur IFP bez�uglich quantorenfreierReduktion sind. Dieser wird direkt bewiesen, also ohne R�uckgri� auf Normalformenoder sonstige S�atze �uber Fixpunktlogiken. Aus dem Hauptsatz folgt recht einfacheine sch�one Normalform f�ur IFP, die gleichzeitig IFP=LFP beweist. Zum Schlu� be-antworten wir, sozusagen als Anwendung, die Ausgangsfrage in einer allgemeinerenForm.0.3 AufbauHier die Kapitel im Einzelnen:Das erste Kapitel dient dazu, die Formalit�aten zu regeln. Es werden Begri�ichkeitengekl�art und Grundannahmen benannt, die in der restlichen Arbeit implizit bleibenoder verschwiegen werden. Einige Notationen und Konventionen werden festgelegtund einige Schlampigkeiten legalisiert.Die Kapitel Fixpunktlogiken sowieReduktionen und vollst�andige Problemesind Au
istungen von De�nitionen und einfachen Sachverhalten, diese Gegenst�andebetre�end. Sie sind weniger als Erkl�arung gedacht, sondern eher als Referenz. AlleS�atze sind dort ohne Beweis wiedergegeben, weil sie erstens leicht sind und zweitensallgemein bekannt. Etwas ausf�uhrlicher behandelt �ndet man diesen Sto� in [EF95].Im Kapitel Spiele wird de�niert, was wir unter Spielen und Gewinnstrategien ver-stehen. Es werden remisfreie Spiele eingef�uhrt und der Hauptsatz formuliert.Das Kapitel Diagramme stellt das zentrale Hilfsmittel zum Beweis des Hauptsat-zes vor, n�amlich Diagramme. Sie werden uns das Lesen von Formeln erschreckenderL�ange ersparen.Im Kapitel Zwischenspiel wird ein Beweis f�ur den Hauptsatz skizziert, der abervoraussetzt, da� bereits bewiesen ist, da� das Geographiespiel hart f�ur IFP ist. Die-se Erkenntnis gewinnt man normalerweise aus einer Normalform [Dah87], deshalbtaugt er nichts f�ur das oben beschriebene Programm. Er wird trotzdem wieder-gegeben, weil er anschaulich ist und Konzepte verst�andlich macht, die im wenigeranschaulichen Beweis des Hauptsatzes verwendet werden.Im Kapitel Normalformen f�ur IFP wird die Ernte eingefahren, diverse Normal-forms�atze und IFP=LFP werden bewiesen.Im Kapitel Negative PFP-Fragmente werden die Fragmente von PFP, die vonFixpunktoperatoren der Form[FPX�x '0 _ 9�y12X : : : 9�yl2X 9�z1 =2X : : : 9�zm =2X ' ]�tf�ur festgehaltene Werte von l und m erzeugt werden, klassi�ziert und damit die imvorigen Abschnitt erw�ahnte Ausgangsfrage gel�ost.0.4 Sprache� Ich verwende das geschlechtsneutrale Femininum: Mit \Spielerin" ist nichteine spielende Person bekannnterma�en weiblichen sondern eine solche unbe-kannten Geschlechts gemeint. Ebenso f�ur \Leserin" etc.



5� Da ich kein Freund von Passivkonstruktionen bin und zu bescheiden, um zuh�au�g das Wort \ich" zu schreiben, habe ich mich nach einigem Hadern f�urdas krankenschwesterliche \wir" entschieden. \Wir" meint hier mich selbstund die Leserin.
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Kapitel 1AllgemeineGesch�aftsbedingungen1.1 Strukturen� Wir betrachten nur endliche Strukturen� Wir betrachten nur Strukturen mit mindestens zwei ElementenDie erste Einschr�ankung ist hier wesentlich, die zweite dient nur der Bequemlichkeit.Der Fall der einelementigen Strukturen ist leicht zu behandeln, uninteressant undf�uhrt zu weniger sch�onen Normalformen.1.2 SignaturenEigentlich sollten wir Logiken und verwandte Dinge in Abh�angigkeit von einer Si-gnatur � de�nieren. Da dies l�astig ist, sei hiermit � ein f�ur alle mal gew�ahlt, undalle De�nitionen sind abh�angig von � , ohne da� dies erw�ahnt wird. Wo nicht andersvermerkt, sind Strukturen � -Strukturen, Interpretationen � -Interpretationen etc.1.3 Belegungen und InterpretationenF�ur eine Struktur A teilt eine A-Belegung � jeder Variable (1. und 2. Stufe) einengeeigneten Wert in A zu. Eine Interpretation ist ein Paar (A; �). Wo immer es Sinnmacht, werden wir in De�nitionen und S�atzen mit Interpretationen arbeiten stattmit Strukturen. Dies vereinfacht die Induktion �uber Formeln und den Umgang mitfreien Parametern.Substitutionen in Belegungen schreiben wir wie folgt: Mit �[xa ] meinen wir die Be-legung, die der Variable x den Wert a zuordnet und sich ansonsten so verh�alt wie�. F�ur ~A = (A; �) sei ~A[xa ] := (A; �[xa ]) und ~A(t) := �(t). Das Entsprechende giltf�ur 2.Stufe Variablen.F�ur die Bezeichnungen f�uhren wir folgende Konvention ein: Auch wenn es nichtdazu gesagt wird, meint das Symbol ~A stets eine Interpretation (A; �), wobei Aeine Struktur mit Tr�ager A ist. 7



81.4 LogikenEine Logik L ist f�ur uns eine Menge F von Formeln zusammen mit einer Modell-relation j= zwischen Interpretationen und Formeln aus F . F�ur eine Formel ' istMod(') := f ~A j ~A j= 'g die Modellklasse von '. Zwei Formeln ' und  sind �aqui-valent (wir schreiben: ' =jj=  ), wenn ihre Modellklassen gleich sind. Vergleichezwischen Logiken (z.B. LFP � IFP, LFP = IFP) sind immer als Vergleiche zwi-chen den Mengen von Modellklassen, die durch die jeweilige Logik de�nierbar sind,gemeint.Eine Sublogik K von L nennen wir Normalform von L, wenn in diesem Sinne K=Lgilt (d.h. f�ur alle  2 L existiert ein  0 2 K mit  =jj=  0). Der Name Normalformmacht nat�urlich nur Sinn, wenn sich die Formeln von K �ahnlich sehen.Wenn wir eine Logik L de�nieren, ist im Sinne von 1.2 diese De�nition abh�angigvon der Signatur � . Mit L[�] meinen wir die entsprechende Logik f�ur die Signatur�, wenn wir nur L schreiben, meinen wir implizit L[� ].FO ist die Logik der 1.Stufe, QF sind die quantorenfreien Formeln. In beiden F�allenerlauben wir freie 2.Stufe Variablen.Wenn wir eine De�nition oder eine Aussage f�ur eine Formel ' t�atigen, ohne da-zuzusagen, welcher Logik diese Formel angeh�oren soll, so ist eine beliebige Logikgemeint und nur von Belang, da� Mod(') de�niert ist.1.5 TupelTupel (von Objekten wie Variablen, Termen oder Elementen einer Struktur) schrei-ben wir in der Form o0o1 : : : on�1 (d.h. ohne Klammern und Kommas) und k�urzensie durch no ab. Dies erlaubt Schreibweisen wie nomp f�ur o0 : : : on�1p0 : : : pm�1. Wirschreiben auch �o statt no, wenn die L�ange n des Tupels aus dem Kontext hervorgehtoder nicht von Belang ist. Wir schrecken nicht davor zur�uck, Tupel nochmals zuindizieren. nok bedeutet dann ok0 : : : okn�1.1.6 Die \Variable" dIn manchen Situationen ben�otigen wir Tupel aus lauter gleichen Termen, wobeiegal ist, was f�ur einen Term wir w�ahlen. Wir verwenden dann stets ~d. d sei einebeliebige Variable, ~d := dd : : : d (die L�ange des Tupels entnimmt man jeweils ausdem Kontext). Auf diese Weise werden Formeln entstehen, in denen d frei ist, dieaber nicht von d abh�angen (triviales Beispiel: d := d ). Um Verwirrung zu vermeiden,fa�t man d am besten als Konstante auf. Dies wollen wir aber o�ziell nicht tun, dadie Forderung, da� eine solche Konstante verf�ugbar ist, eine unn�otige Einschr�ankungan die Signatur � w�are.1.7 Abh�angigkeit von Variablen, EinsetzungenDie Schreibweise '(�x) bedeutet weder, da� die Variablen �x alle frei in ' vorkommen,noch, da� ' keine anderen freien Variablen hat.Sie dient zweierlei Zwecken. Erstens bietet sie eine einfache M�oglichkeit, Substitu-tionen zu notieren: F�ur ' = '(�x) ist '(�y) die Formel, die entsteht, wenn man in 'alle xi durch yi substituiert. In Modellbeziehungen erlauben wir uns auch, Elementevon Strukturen einzusetzen. ~A j= '(�a) ist als Abk�urzung f�ur ~A[ �x�a ] j= ' zu lesen.Zweitens verwenden wir sie, um gewisse Variablen als \spezielle" Variablen auszu-zeichnen, wie z.B. in der folgenden De�nition:



9De�nition 1 (' ~A(nx; ny)) F�ur eine Formel ' = '(nx; ny) und eine Interpretation ~Aist ' ~A(nx; ny) := f(na; nb) 2 An �An j ~A j= '(na; nb)g' ~A(nx; ny) h�angt nat�urlich nicht nur von der Formel ' und von ~A ab, sondern auchvon der Wahl der Variablen nx und ny. '(nx; ny) ist also je nach Kontext entwederals Formel oder als ein Tripel aus einer Formel und zwei Tupeln von Variablenaufzufassen. Wenn wir ' := '(nx; ny) schreiben, bedeutet dies, da� ' ab sofort diesesTripel vertritt (in Kontexten, in denen ein solches gefragt ist).Alles in diesem Abschnitt Gesagte gilt nat�urlich entsprechend f�ur 2.Stufe-Variablen.
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Kapitel 2FixpunktlogikenDe�nition 2 (Fixpunkt, F1(R)) Sei eine Menge A und eine AbbildungF : Pot(A)! Pot(A) gegeben.(i) S � An hei�t ein Fixpunkt von F , wenn F (S) = S.(ii) Falls f�ur ein R � An die Folge (F k(R))k2IN(d.h. die Folge R;F (R); F (F (R)); : : :) bei einem m 2 IN station�ar wird (alsoFm(R) Fixpunkt ist), sagen wir F1(R) existiert und setzen F1(R) := Fm(R)(iii) F1 := F1(;) hei�t der Fixpunkt von F .De�nition 3 (induktiv, monoton, antimonoton)F : Pot(An)! Pot(An) hei�t:induktiv :, F k(;) � F k+1(;) f�ur alle k 2 IN .monoton :, R � S ) F (R) � F (S) f�ur alle R;S � An.antimonoton :, R � S ) F (R) � F (S) f�ur alle R;S � An.Satz 4 F monoton ) F induktiv 2Satz 5 Sei F : Pot(An)! Pot(An) monoton. Dann ist(i) (F k(;))k2IN eine aufsteigende Folge. F1(;) existiert und ist der Durch-schnitt aller Fixpunkte von F .(ii) (F k(An))k2IN eine absteigende Folge. F1(An) existiert und ist die Verei-nigung aller Fixpunkte von F .2De�nition 6 (lfp(F ); gfp(F ))lfp(F ) := F1(;) hei�t in diesem Fall der kleinste,gfp(F ) := F1(An) der gr�o�te Fixpunkt von F .De�nition 7 (F'; ~A) Gegeben sei eine Interpretation ~A und eine Formel' := '(X; nx), X n-stellig. Dann ist F'; ~A de�niert durch:F'; ~A : Pot(An)! Pot(An)R 7! fnaj ~A j= '(R; na)gFalls unwichtig ist oder aus dem Kontext klar wird, welche Interpretation ~A gemeintist, lassen wir den Index ~A weg und schreiben einfach F'.11



12De�nition 8 ' := '(X; �x) hei�t induktiv (monoton, antimonoton), wenn f�ur alle~A die Abbildung F'; ~A induktiv (monoton, antimonoton) ist.De�nition 9 (Atom) F�ur alle Terme r1; r2; nt und alle n-stelligen 2.Stufe-VariablenX und Relationssymbole R sind die Formeln r1 := r2, Rnt und Xnt Atome (atomareFormeln).De�nition 10 (PFP-Syntax) Die Syntax der Logik PFP ist durch folgenden Kalk�ulgegeben:' wenn ' Atom; ':' ; '; ('^ ) ; '9x' ; '[FPXnx '(X;nx)]nt , wenn X n-stellig.Die Symbole 8, _,! und$ betrachten wir als Abk�urzungen. Klammern lassen wirgerne weg, wenn es die �ublichen Vorfahrtsregeln erlauben.Wenn wir in Zukunft eine Formel R�t, X�t oder [FPX�x '(X; �x)]�t hinschreiben,nehmen wir stillschweigend an, da� die Stelligkeit von X bzw. R und die L�ange von�x (und �t) �ubereinstimmen.De�nition 11 (PFP-Semantik) Die Relation ~A j=  ist auf die �ubliche Weiseinduktiv �uber den Aufbau von  de�niert. Im FP-Schritt gilt:~A j= [FPX�x '(X; �x)]�t :, F1'(X;�x) existiert und enth�alt ~A(�t)De�nition 12 (IFP) IFP ist diejenige Sublogik von PFP, die man erh�alt, wennman im Kalk�ul von De�nition 10 die FP-Regel auf induktive Formeln '(X; �x) ein-schr�ankt.Um IFP-Formeln als solche kenntlich zu machen, schreiben wir auch [IFPX�x : : :]statt [FPX�x : : :].Die Semantik des Fixpunktoperators ist f�ur IFP-Formeln einfacher, da der Fixpunktstets existiert (An ist endlich!). Die Syntax von IFP ist weniger einfach, denn dieMenge der IFP-Formeln ist bedauerlicherweise nicht entscheidbar. Diesen Umstandkann man beheben, indem man nur Formeln '(X; �x) der Gestalt X�x _ '0(X; �x)zul�a�t.De�nition 13 (positiv, negativ) Eine PFP-Formel ' hei�t positiv (negativ) inX, falls jedes freie Vorkommen von X in ' im Geltungsbereich einer geraden (un-geraden) Anzahl von Negationszeichen steht.De�nition 14 (LFP) LFP ist diejenige Sublogik von PFP, die man erh�alt, wennman im Kalk�ul von De�nition 10 die FP-Regel auf Formeln '(X; �x) einschr�ankt,die positiv in X sind.Um LFP-Formeln als solche kenntlich zu machen, schreiben wir auch [LFPX�x : : :]statt [FPX�x : : :].Satz 15 Eine LFP-Formel '(X; �x) ist monoton (antimonoton), wenn sie positiv(negativ) in X ist. 2Aus Satz 15 und Satz 4 folgt:Satz 16 LFP � IFP 2Der zum LFP-Operator duale GFP-Operator ist in LFP de�nierbar:De�nition 17 [GFPX�x '(X; �x)]�t := :[LFPX�x :'(:X;�x)]�tSatz 18 ~A j= [GFPX�x '(X; �x)]�t, ~A(�t) 2 gfp(F'; ~A) 2



Kapitel 3Reduktionen undvollst�andige ProblemeDe�nition 19 (L-�Ubersetzung) Gegeben sei eine Signatur � ohne Funktions-symbole und eine Logik L. � hei�t (n-stellige) L-�Ubersetzung von �, wenn � eineAbbildung ist, die jedem k-stelligen Relationssymbol R 2 � eine L-Formel�R(nx1; : : : ; nxk) zuordnet, und jeder Konstante c 2 � ein Tupel n�c von L-Termen.Im Sinne von Abschnitt 1.2 ist mit L implizit L[� ] gemeint. Eine L-�Ubersetzung von� ist also in Wirklichkeit eine �Ubersetzung von � in � . Eine L[�0]-�Ubersetzung von� ist dann eine �Ubersetzung von � in �0.De�nition 20 ( ~A��) Eine n-stellige �Ubersetzung � von � de�niert zu jeder In-terpretation ~A eine �-Struktur ~A��:� Der Tr�ager von ~A�� ist An� R( ~A��) := � ~AR (�x1; : : : ; �xk) f�ur alle k-stelligen R 2 �� c( ~A��) := ~A(��c) f�ur alle Konstanten c 2 �Wir lassen hier durchaus zu, da� �R(�x1; : : : ; �xk) zus�atzliche freie Variablen hat. Indiesem Falle h�angt ~A�� von � ab. Ebenso d�urfen in ��c Variablen vorkommen. Falls~A�� nicht von � abh�angt, schreiben wir stattdessen auch A��.De�nition 21 (L-Reduktion) Sei C eine Klasse von �-Strukturen, D eine Klassevon Interpretation, � eine L- �Ubersetzung von �.Dann hei�t � eine L-Reduktion von D auf C, wenn gilt: ~A 2 D , ~A�� 2 C.De�nition 22 (hart,de�nierbar,vollst�andig) Eine Klasse C von �-Strukturenhei�t f�ur eine Logik M� hart bez�uglich L-Reduktion:, f�ur jede M-Formel  gibt es eine L-Reduktion von Mod( ) auf C� de�nierbar:, C = Mod(�) f�ur ein � 2M� vollst�andig (vollst�andiges Problem) bez�uglich L-Reduktion:, (i) und (ii) ist der FallMan kann auch umgekehrt eine L-�Ubersetzung zur Expansion von �-Formeln ver-wenden: 13



14Satz 23 Sei M 2 fPFP, IFP, LFP, FO, QFg und � eine M- �Ubersetzung von �.Dann gibt es f�ur jede Formel  2M [�] eine M-Formel  � mit ~A�� j=  , ~A j=  �2Die De�nition von  � ist lang und uninteressant, aber an einem Beispiel sieht mansofort, was gemeint ist:Beispiel 24 ([FPXx x := v ^ 9yExy]c)� = [FPX�x �x := �v ^ 9�y�E(�x; �y)]��cF�ur Informatikerinnen ist also eine �Ubersetzung so etwas wie eine Makro-De�nition.Mit dieser Vorstellung ist folgender Satz klar:Satz 25 Sei L 2 fPFP, IFP, LFP, FO, QFg, � eine L[�0]- �Ubersetzung von �, �0eine L- �Ubersetzung von �0.Dann existiert eine L- �Ubersetzung �0 �� von � mit �0�� = ( �)�02Durch die Betrachtung von �Ubersetzungen als Expansionen von Formeln �nden wirauch einen Zusammenhang zwischen vollst�andigen Problemen und Normalformen.Betrachten wir hierf�ur ein f�ur M bez�uglich L-Reduktionen vollst�andiges ProblemC. C ist de�niert durch eine Formel � 2 M [�]. F�ur jede M-Formel  gibt es eineL-Reduktion � von Mod( ) auf Mod(�), d.h. ein � mit ~A j=  , ~A�� j= �. NachSatz 23 ist also  =jj= ��. Da sich (jedenfalls f�ur L=QF) die �� alle sehr �ahnlichsind, verdient die Menge der �� den Namen Normalform.Wir fassen dies in einem Satz zusammen:Satz 26 Sei M wie in Satz 23, L eine Sublogik von M und Mod(�) hart f�ur Mbez�uglich L-Reduktion. Dann ist jede M-Formel �aquivalent zu �� f�ur eine L- �Uber-setzung �. Ist � 2M [�], so ist f�� j � ist L- �Ubersetzung von �g eine Normalformf�ur M. 2Wir werden es im Folgenden nur mit L=QF, also mit QF-�Ubersetzungen zu tunhaben. Diese nennen wir quantorenfreie �Ubersetzungen.



Kapitel 4Spiele4.1 De�nitionenWir wiederholen kurz die in der Einleitung gegebenen Regeln des Geographiespielsauf einer Struktur mit Kantenrelation: Die Spielerinnen ziehen von einer Startposi-tion aus einen Spielstein abwechselnd entlang einer Kante. Wer nicht ziehen kann,hat verloren.Wir werden die Geographiespiele und den Begri� des Gewinnens jetzt exakt de�-nieren. Dabei werden wir Geographiespiele einfach \Spiele" nennen, und zwar, weildas Geographiespiel einen Prototyp f�ur die Strategiespiele f�ur zwei Personen oh-ne Zufallselemente darstellt. Sei hierzu S irgend ein solches Spiel (M�uhle, Schach,Halma...). S sei die Menge aller m�oglichen Stellungen des Spiels. Eine Stellung solldabei die gesamte Information �uber den Zustand des Spiels wiedergeben, also welcheFiguren im Spiel sind, wo sie stehen, mit welcher Farbe als n�achstes gezogen werdendarf usw. Z sei die Menge derjenigen (s1; s2) 2 S � S, f�ur die die �Uberf�uhrung desSpiels von der Stellung s1 in die Stellung s2 nach den Regeln des Spiels ein erlaubterZug ist. So notiert kann man S als das Geographiespiel auf der Struktur mit Tr�agerS und Kantenrelation Z au�assen1.De�nition 27 (�s) �s := fZ; sg, Z zweistelliges Relationssymbol, s Konstante.De�nition 28 (Spiel) Eine �s-Struktur S = (S;Z; s) hei�t Spiel.Die Elemente von S nennen wir Stellungen, die Elemente von Z die erlaubten Z�uge,und s die Startstellung von S.De�nition 29 (Strategie) Eine Strategie f�ur ein Spiel S = (S;Z; s) ist eine par-tielle Abbildung Str : S ! S, deren Graph Teilmenge von Z ist.D.h. eine Strategie Str bildet Stellungen auf Stellungen ab, so da� (a; Str(a)) einerlaubter Zug ist. Es handelt sich um eine partielle Funktion, da nicht immer einZug m�oglich ist. Da� eine Strategie f�ur eine Stellung keinen Zug de�niert, erlau-ben wir in obiger De�nition auch dann, wenn einer m�oglich w�are. Man kann dasso interpretieren, da� die Spielerin, die diese Strategie verfolgt, in dieser Stellungaufgibt.1F�ur die Endstellungen des Spiels, also solche, die anzeigen, da� eine der beiden Parteienverloren hat, mu� man sich die Sache nat�urlich so zurechtbasteln, da� es pa�t: Z�uge in eine solcheStellung sollen nur erlaubt sein, wenn man mit diesem Zug gewinnt, denn beim Geographiespielsoll ja gewinnen, wer zuletzt zieht 15



16De�nition 30 (gewinnt, Gewinnstrategie, Gewinnstellung, Verluststellung)Sei ein Spiel S = (S;Z; s) und eine Stellung a 2 S gegeben.� I gewinnt in a in k Halbz�ugen:, Es gibt eine Strategie StrI , so da� es f�ur alle Strategien StrII eine unge-rade Zahl 0 < j < k gibt, f�ur die StrI � (StrII � StrI) j�12 (a) existiert, abernicht im De�nitionsbereich von StrII liegt.In diesem Fall hei�t:{ StrI Gewinnstrategie f�ur I in a{ a Gewinnstellung von S.� II gewinnt in a in k Halbz�ugen:, Es gibt eine Strategie StrII , so da� es f�ur alle Strategien StrI eine geradeZahl 0 � j < k gibt, f�ur die (StrII �StrI ) j2 (a) existiert, aber nicht im De�ni-tionsbereich von StrI liegt.In diesem Fall hei�t:{ StrII Gewinnstrategie f�ur II in a{ a Verluststellung von S.� I gewinnt S :, s ist Gewinnstellung von S� II gewinnt S :, s ist Verluststellung von SDe�nition 31 (GAME) Die Menge der Spiele, die I gewinnt, hei�t GAME .Bemerkungen:� \I(II) gewinnt a in k Halbz�ugen" ist oben so de�niert, da� in Partien, die miteiner entsprechenden Gewinnstrategie gespielt werden, h�ochstens k � 1 malgezogen wird. Der Zug, der nicht mehr m�oglich ist, wird also mitgez�ahlt. Dieshat rechnerische Vorteile.� Eine Quelle m�oglicher Verwirrung soll hier pr�aventiv genannt werden:\I gewinnt a" bedeutet nach obiger De�nition, da� diejenige gewinnt, die amZug ist. Einen Halbzug sp�ater ist aber die Andere am Zug. Deshalb wird beijedem Halbzug I in II umbenannt und umgekehrt. Dieser Mi�stand ist hiernicht vermeidbar, da wir zulassen (und auch verwenden werden), da� ein unddie selbe Stellung beiden Spielerinnen zug�anglich ist.Der langen Rede kurzer Sinn: Diejenige die dran ist hei�t I, nicht diejeige dieam Anfang des Spiels dran war.Wenn wir die Strategie einer Spielerin �uber mehrere Z�uge hinweg verfolgen,werden wir andere Wege �nden, diese zu benennen.4.2 Remisfreie SpieleUnser Programm ist es (siehe Einleitung) zu zeigen, da� GAME vollst�andig f�urIFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion ist, um daraus Normalformen f�ur IFP zugewinnen, die IFP=LFP beweisen. Hierbei ergibt sich eine Komplikation: Will mandurch Induktion f�ur jede IFP-Formel eine quantorenfreie Reduktion auf GAMEangeben, bekommt man Schwierigkeiten mit der Negation. Denn die Negation von \Igewinnt S" ist nicht \II gewinnt S". Denn nicht in jeder Stellung gibt es f�ur eine der



17beiden Parteien eine Gewinnstrategie. Anders ausgedr�uckt: Remis ist m�oglich. DieSchwierigkeit besteht also darin, zweiwertige Formeln (wahr/falsch) auf dreiwertigeSpiele (gewinnt/remis/verliert) abzubilden. Der listige Ausweg besteht darin, sichauf Spiele zu beschr�anken, bei denen Remis nicht m�oglich ist.De�nition 32 (Remisstellung, entschieden, remisfrei)F�ur ein Spiel S = (S;Z; s) hei�t a 2 S Remisstellung, wenn a weder Gewinn- nochVerluststellung ist.S hei�t entschieden, wenn s keine Remisstellung ist.S hei�t remisfrei, wenn kein a 2 S Remisstellung ist.An dieser Stelle ist es wichtig, kurz �uber den Unterschied zwischen den Eigenschaf-ten \entschieden" und \remisfrei" zu meditieren. Nicht alle entschiedenen Spielesind remisfrei.De�nition 33 (RF) RF ist die Menge der remisfreien Spiele.4.3 Der HauptsatzUnsere zentrale Behauptung ist es, da� man tats�achlich mit remisfreien Spielenauskommt. Genauer gesagt, da� GAME hart f�ur IFP ist, und zwar vermittels solcherquantorenfreier Reduktionen, die auf remisfreie Spiele abbilden.De�nition 34 Eine �Ubersetzung � von �s hei�t remisfrei (entschieden), wenn f�uralle ~A das Spiel ~A�� remisfrei ist.Hauptsatz 35 F�ur jede IFP-Formel  gibt es eine remisfreie quantorenfreie �Uber-setzung � von �s, die eine Reduktion von Mod( ) auf GAME ist.Zusatz: Man kann � mit ��s = ~d w�ahlen.Es folgt sofort:Korollar 36 GAME ist hart f�ur IFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion. 2Korollar 37 RF \ GAME ist hart f�ur IFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion.2Korollar 37 ist um eine Spitz�ndigkeit schw�acher als der Hauptsatz: Der Hauptsatzliefert f�ur jede IFP-Formel  eine quantorenfreie �Ubersetzung � mit~A�� ist remisfrei ^ (I gewinnt ~A�� , ~A j=  ),Korollar 37 liefert higegen � mit( ~A�� ist remisfrei ^ I gewinnt ~A��) , ~A j=  .Wir werden zwei Beweise f�ur den Haupsatz angeben. Der erste, \vorl�au�ge" (imKapitel Zwischenspiel) verwendet, da� GAME hart f�ur IFP ist. D.h. er redu-ziert Spiele auf remisfreie Spiele. Er ist also nicht tauglich f�ur unser Programm,einen neuen Beweis f�ur IFP=LFP zu liefern. Wir f�uhren ihn trotzdem aus, weiler anschaulich ist und Konzepte klar macht, die im zweiten \endg�ultigen" Beweisbenutzt werden.Im �ubrigen ist der Hauptsatz st�arker formuliert als notwendig ist, um daraus IFP=LFPzu erhalten. Hierf�ur w�are es ausreichend, entschiedene Spiele zu betrachten, wodurchsich der Beweis (geringf�ugig) vereinfachen w�urde. Da� es dennoch interessant ist,die Spiele remisfrei zu halten, zeigt die Anwendung in Kapitel 9.
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Kapitel 5Diagramme5.1 De�nitionF�ur den Beweis des Hauptsatzes werden wir zu jeder IFP-Formel eine quantoren-freie �Ubersetzung von �s angeben m�ussen. Da dies zu recht langen und unleserlichenquantorenfreien Formeln f�uhrt, werden wir so vorgehen: Wir wandeln IFP-Formelnzun�achst in (noch zu de�nierende) Diagramme um und geben eine Vorschrift an,wie man aus einem solchen Diagramm eine quantorenfreie �Ubersetzung von �s ge-winnt. Stellvertretend f�ur die zugeh�orige �Ubersetzung von �s wird ein Diagrammzu jeder Struktur ein Spiel de�nieren, das �uber die G�ultigkeit der einer IFP-Formelentscheidet.Diagramme haben den Vorteil, da� sie leichter zu lesen und beweistechnisch leichterhandhabbar sind als quantorenfreie �Ubersetzungen.De�nition 38 (Diagramm) Ein �-Diagramm D besteht aus einer endlichen Men-ge von Feldern und einer Menge von beschrifteten oder unbeschrifteten Pfeilen zwi-schen diesen Feldern. Eines der Felder ist mit \Start" beschriftet und hei�t dasStartfeld von D. Die Beschriftung jedes beschrifteten Pfeils hat eine der folgendenFormen:� \�v?" f�ur ein Tupel �v von Variablen� \�v := �t" f�ur gleichlange Tupel �v von Variablen und �t von Termen.� \ !" f�ur ein  2 QF[�].Wenn die Signatur eines Diagramms nicht explizit genannt wird, meinen wir ein� -Diagramm.Beispiel 39D(v; w) :=Startj j jj j j-xy := vv - -y? -:Exy!x := y66x := w!
ist ein fEg-Diagramm. 19



20De�nition 40 (Figur von D) Sei D ein Diagramm. Dann hei�en die Variablen,die in einer Beschriftung \�x?" oder \�x := �t" im Tupel �x auftauchen, Figuren vonD.Zu Beispiel 39: Die Figuren von D(v; w) sind x und y.De�nition 41 ( ~AD) Ein �-Diagramm D de�niert zu jeder �-Interpretation~A = (A; �) ein Spiel ~AD:� Die Stellungen dieses Spiels sind die Paare ( if ; �), wobei if ein Feld von D istund � eine A-Belegung, die alle Variablen au�er den Figuren von D so belegtwie � (D.h wenn �x die Figuren von D sind, so ist � = �[ �x�a ] f�ur irgendwelcheElemente �a von A).� Die Startstellung ist (Start,�).� (( if ; �); ( if 0; �0)) ist ein erlaubter Zug,wenn es in D einen Pfeil von if nach if 0 gibt so da� eine der folgendenAussagen zutri�t:{ Der Pfeil ist unbeschriftet und �0 = �.{ Der Pfeil ist mit \�v?" beschriftet und �0 = �[ �v�a ] f�ur irgendwelche �a 2 A.{ Der Pfeil ist mit \�v := �t" beschriftet und �0 = �[ �v�(�t) ]{ Der Pfeil ist mit \ !" beschriftet, �0 = � und (A; �) j=  Man stellt sich das Spiel ~AD am besten so vor:Gespielt wird auf einem Spielbrett, das aus zwei Teilen besteht, A und D. DieFiguren von D sind Spiel�guren, die sich auf A bewegen, d.h. die Elemente von Asind die m�oglichen Positionen dieser Spiel�guren. Ein zus�atzlicher Spielstein bewegtsich nur auf den Feldern von D. Er wird von den beiden Spielerinnen abwechselndentlang eines Pfeils gezogen. Die Beschriftung des Pfeils gibt an, wie w�ahrenddessendie Figuren auf A von der jeweiligen Spielerin bewegt werden d�urfen. Lies \�v?" als\Stelle die Figuren �v in beliebige Positionen" und \�v := �t" als \Stelle die Figuren �vin die Positionen �t". Entlang eines mit \ !" beschrifteten Pfeiles darf nur gezogenwerden, wenn  f�ur die aktuelle Position der Figuren erf�ullt ist.Wer nicht mehr ziehen kann, hat verloren.Beispiel 42 F�ur das DiagrammD(v; w) aus Beispiel 39 und f�ur alle fEg-Interpretationen~G = (G; 
) gilt:1I gewinnt ~GD(v;w) , es gibt einen Weg von 
(v) nach 
(w)Anders ausgedr�uckt: I gewinnt ~GD(v;w) , ~G j=  (v; w), mit (v; w) := [IFPXx x := w _ 9y(Exy ^Xy)]vAn diesem Beispiel kann man die Rolle der verschiedenen Variablen in Diagrammenstudieren.Die Belegung von v und w �andert sich w�ahrend des Spiels nicht. Wer das Spiel ge-winnt, h�angt davon ab, wie v und w durch die vorgegebene Belegung 
 interpretiertwerden. Dies entspricht der Tatsache, da� v und w frei in  (v; w) sind.1Das Beispiel funktioniert nat�urlich nur, wenn x, y, v und w tats�achlich verschiedene Variablenbezeichnen. Wir nehmen ab jetzt stets an, da� je zwei verschiedene Variablennamen, die zusammenexplizit in einem Diagramm auftauchen, dort auch verschiedene Variablen bezeichnen (damit dasnicht falsch verstanden wird: zwei verschiedene Variablen k�onnen nat�urlich gleich belegt werden.).



21Die Figuren x und y von D(v; w) entsprechen gebundenen Variablen von  (v; w).Ihre Belegung �andert sich im Laufe des Spiels. Wer das Spiel gewinnt, h�angt nichtvon 
(x) und 
(y) ab. Wir werden Diagramme in der Regel so angeben, da� derAusgang des Spiels nicht davon abh�angt, wie die Figuren zu Beginn des Spiels belegtsind. Diagramme, die das beachten, nennen wir \brav":De�nition 43 (brav) Ein Diagramm D hei�t brav, wenn f�ur alle ~A, jede Figurx von D und alle a 2 A gilt:I (II) gewinnt ~AD , I (II) gewinnt ~A[xa ]DDa� ein Diagramm brav ist, erreichen wir dadurch, da� wir jeder Figur x durch eineBeschriftung \x := t" einen sinnvollen Anfangswert zuweisen, bevor sie anderweitigbenutzt wird.De�nition 44 Ein Diagramm D hei�t remisfrei (entschieden), wenn f�ur alle In-terpretationen ~A das Spiel ~AD remisfrei (entschieden) ist.5.2 Diagramme und quantorenfreie �Ubersetzun-genSatz 45 F�ur jedes brave Diagramm D gibt es eine quantorenfreie �Ubersetzung �von �s mit I (II) gewinnt ~A�� , I (II) gewinnt ~ADund ��s = ~d. Wenn D remisfrei ist, ist auch � remisfrei.Beweis: Wir verzichten auf einen formalen Beweis und zeigen an unserem BeispielD(v; w), wie man ein Diagramm in eine quantorenfreie �Ubersetzung umsetzt:Numeriere zun�achst die Felder des Diagramms, das Startfeld erh�alt die Nummer 0.D(v; w)Startj0 j1 j2j5 j3 j4-xy := vv - -y? -:Exy!x := y66x := w!
Setze nun�Z( 6uxy; 6u0x0y0) = (\ 6u= 0" ^ \ 6u0 = 1" ^ x0 := v ^ y0 := v )_ (\ 6u= 1" ^ \ 6u0 = 2" ^ x0 := x ^ y0 := y )_ (\ 6u= 2" ^ \ 6u0 = 3" ^ x0 := x )_ (\ 6u= 3" ^ \ 6u0 = 4" ^ x0 := x ^ y0 := y ^ :Exy )_ (\ 6u= 3" ^ \ 6u0 = 2" ^ x0 := y ^ y0 := y )_ (\ 6u= 2" ^ \ 6u0 = 5" ^ x0 := x ^ y0 := y ^ x := w )Hierbei sei \ 6u= k" := � V0<j<6 u0 := uj falls k=0(V0<j<k u0 := uj) ^ u0 6 := uk falls 0 < k < 6



22Jedes Disjunktionsglied der Formel �Z( 6u xy; 6u0x0y0) entspricht einem Pfeil im Dia-gramm und gibt an, welche Bewegungen des Spielsteins und der Figuren durch denPfeil erlaubt werden.Die erlaubten Z�uge in ~G�� entsprechen also erlaubten Z�ugen in ~GDvw und um-gekehrt. Man beachte, da� in jeder Interpretation f�ur genau ein 0 � k < 6 dieFormel \ 6u= k" erf�ullt ist. Deshalb korrespondiert jede Stellung von ~G�� zu einervon ~GD(v;w). Setzt man au�erdem ��s := dddddddd, beginnt das Spiel tats�achlich beiStart (denn in jeder Interpretation gilt 6u := dddddd ! \ 6u= 0").Da das Diagramm brav ist, kommt es auf die Startposition von x und y nicht an,wir k�onnen also ebenfalls jeweils d w�ahlen.Dieses Verfahren l�a�t sich ohne weiteres auf jedes brave Diagramm �ubertragen. 25.3 SubdiagrammeBei der Wiedergabe von Diagrammen werden wir bereits de�nierte Diagrammeals Subdigramme verwenden. Pfeile, die in ein solches Subdiagramm f�uhren, sollendabei immer an dessen Startfeld enden.Beispiel 46 F�ur das DiagrammDzsh:= jStart - j -vw? D(v; w)und alle Graphen G gilt:I gewinnt GDzsh , G ist zusammenh�angend.Au�erdem wollen wir auch Pfeile wieder aus einem Subdiagramm herausf�uhren.Dazu werden wir in diesem ein Exitfeld ausweisen, an dem alle Pfeile starten, dieaus dem Subdiagramm herausf�uhren.



Kapitel 6ZwischenspielIn diesem Kapitel skizzieren wir einen Beweis f�ur folgenden Satz:Satz 47 Es gibt eine remisfreie quantorenfreie Reduktion von GAME1 auf GAME .Aus Satz 47 kann man den Hauptsatz (ohne den Zusatz) folgern, wenn man vor-aussetzt, da� folgende Behauptung schon bewiesen ist:(}) GAME ist hart f�ur IFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion.Beweis des Hauptsatzes auf Basis von (}) und Satz 47: Sei  eine IFP-Formel. (}) liefert eine quantorenfreie Reduktion von Mod( ) auf GAME , Satz47 eine remisfreie quantorenfreie Reduktion �0 von GAME auf GAME . Dann ist� ��0 eine remisfreie quantorenfreie Reduktion von Mod( ) auf GAME . 2Im n�achsten Kapitel werden wir den Hauptsatz direkt beweisen, woraus (}) sofortfolgt (in der Tat haben wir (}) schon Korollar 36 genannt). Man erh�alt (}) aberauch aus Normalforms�atzen f�ur IFP (z.B. in [Dah87] oder auch Bemerkung 57).Beweis (-Skizze) f�ur Satz 47 Nach Satz 45 gen�ugt es, ein remisfreies braves�s-Diagramm Drf anzugeben mit2I gewinnt S , I gewinnt SDrfDie Felder aller Diagramme in diesem Kapitel sind schwarz-wei� gef�arbt. Wir stel-len uns hierzu vor, da� das Spiel SDrf von zwei Spielerinnen namens \Wei�" und\Schwarz" gespielt wird. Auf Grund der alternierenden F�arbung ist Wei� immer aufden wei�en Feldern am Zug, Schwarz auf den schwarzen. Wei� beginnt. Wir bastelnDrf also so, da� Wei� das Spiel SDrf gewinnt, wenn I das Spiel S gewinnt.Um das Spiel remisfrei zu machen, m�ussen wir es auf irgend eine Weise in derL�ange beschr�anken. Auf geordneten Strukturen ist dies einfach. Man kann eine Fi-gur als Z�ahler verwenden, der bei jedem Halbzug dekrementiert wird. Ist der Z�ahler1Wir hatten Reduktionen so de�niert, da� von einer Klasse von Interpretationen auf eine Klassevon Strukturen reduziert wird. Korrekter m�u�ten wir also de�nieren:gGAME := f(S; �) j S 2 GAME ; � �s-Belegunggund Satz 47 so formulieren:Es gibt eine remisfreie quantorenfreie Reduktion von gGAME auf GAME .2Im Sinne der vorigen Fu�note m�u�ten wir hier eigentlich \I gewinnt S , I gewinnt ~SDrf "schreiben. Wir m�ussen darauf achten, da� der Ausgang des Spiels ~SDrf nicht von der zur Inter-pretation ~S geh�origen Belegung abh�angt. Dies ist gew�ahrleistet, wenn alle Variablen, die in Drfauftauchen, Figuren sind und Drf brav ist. 23



24abgelaufen bevor jemand gewonnen hat, so gewinnt Schwarz.3 Auf ungeordnetenStrukturen fehlt uns die M�oglichkeit zu z�ahlen. Wir brauchen also eine andere Artder Zeitmessung. Hierzu verwenden wir ein parallel gespieltes Spiel gr�o�tm�oglicherendlicher L�ange (auf der selben Struktur S). Um zwei parallel gespielte Spiele in-nerhalb von SDrf simulieren zu k�onnen, de�nieren wir zwei Bausteine:1 Runde(x) :=Startjzjz
jzExit

?w??x??
-:Zxw!-:Zwx!

1 Runde(y) :=Startjzjz zjExit
??w??y? -:Zyw!-:Zwy!Man mache sich klar, da� diese beiden Diagramme jeweils eine Runde (d.h. zweiHalbz�uge) im urspr�unglichen Spiel S simulieren, wobei x (bzw. y) auf dem Startfeldmit der Stellung vor dieser Runde belegt ist, auf dem Exitfeld mit der Stellung nachdieser Runde. w ist eine Hilfsvariable und taucht au�erhalb dieser Subdiagrammenicht auf.Man bemerke, da� in 1 Runde(x) Wei� zuerst zieht, in 1 Runde(y) hingegenSchwarz (im simulierten Spiel, nicht im Diagramm!).Zu Zwecken des Vergleichs der beiden Spiele brauchen wir noch folgende De�nition:F�ur eine Stellung a 2 S seil(a) := � minfk j I gewinnt S in a in 2k Halbz�ugeng; falls a Gewinnstellung1 sonstl(a) nennen wir die \L�ange" von a. Die L�ange einer Stellung ist also die Anzahl derRunden, die bei optimaler Strategie schlimmstenfalls n�otig ist, um das Spiel vondieser Stellung aus zu gewinnen.Man �uberlege sich, da� Wei� in 1 Runde(x) gewinnt, wenn zuvor l(x) = 1 war.Schwarz gewinnt in 1 Runde(y) , wenn zuvor l(y) = 1 war.Wir betrachten nun zun�achst ein entschiedenes Diagramm Dent mit der Eigenschaft(�) I gewinnt S , I gewinnt SDentum dieses dann nachtr�aglich zu einem remisfreien Diagramm auszubauen.

3F�ur geordnete Strukturen zeigt man auf diese Weise leicht, da� schon die azyklichen Spielevollst�andig f�ur IFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion sind.



25Dent :=
Startjz j zj z

jz

1 Runde(x)
1 Runde(x) 1 Runde(y)

1 Runde(x)1 Runde(y)

j-?x := s?y? - -x? -x? ?xy := yx?? - ��- ??@@
��	

Um das Spiel SDent zu verstehen, bilden wir dieses Diagramm in einer kommentier-ten Version auf der n�achsten Seite nochmal ab.



26Dent, kommentiert
Startjz j zj z

jz

1 Runde(x)
1 Runde(x) 1 Runde(y)

1 Runde(x)1 Runde(y)

j-?x := s?y? - -x? -x? ?xy := yx?? - ��- ??@@
��	

wei�: \y ist zwar k�urzer als xund hat endliche L�ange, abernicht maximale. Ich zeige dir ei-ne neue Stellung x, die um genau1 l�anger ist als y."` ` schwarz:\x ist nicht l�angerals y. Wir tauschendie Stellungen, ichbekomme eine Run-de Vorsprung undgewinne den Ver-gleich"` ` ` ` ` `̀` ` ` ` ` `schwarz: \x istum mehr als 1l�anger als y. Dubekommst eineRunde Vorsprungund verlierst denVergleich" ` ` ` ` ` ``̀ ` ` ` ` `
VergleichDiese Schleife ist ein Vergleichder L�angen von x und y. Wei�gewinnt, wenn l(x) < 1 undl(x) � (y) war (vor Eintritt indie Schleife). Schwarz gewinnt,wenn l(y) < 1 und l(y) < l(x)war.

wei�: \y istnicht k�urzerals x" ` ` `
schwarz: \y ist eine Stellung mitmaximaler endlicher L�ange undtrotzdem k�urzer als x" ` ` `wei�: \Die L�ange von x = s istendlich." ` ` `

schwarz: \DieL�ange von x =s ist unendlich,weil es in S kei-ne Gewinnstel-lung gibt."` ` ` ` ` ` `
wei�:\Es gibt Ge-winnstel-lungen in S,x ist eine derL�ange 1."` ` ` ` ` ` `

Die Texte im Diagramm sind als Dialoge zu lesen. Sie geben das wieder, was diejeweilige Spielerin durch die Benutzung des zugeh�origen Pfeiles implizit behauptet.Zu Beginn des Spiels steht Aussage gegen Aussage: Wei� behauptet \I gewinnt S",Schwarz behauptet, da� das nicht der Fall ist.Man pr�ufe nach, da�� jede Behauptung die zuvor von der Gegnerin aufgestellte Behauptung wider-legt,� im Fall, da� eine Behauptung falsch ist, sie in einer der angegebenen Weisenwiderlegt werden kann,� jede der beiden Spielerinnen in der Vergleichsschleife (unten) gewinnen kann,wenn sie mit allen Behauptungen recht hatte.



27Auf diese Weise sollte es klar werden, da� Dent (�) erf�ullt und entschieden ist.Nun ist aber Dent nicht remisfrei, denn dazu d�urfte keine Stellung ( if ; �) von SDenteine Remisstellung sein. Sei nun if z.B. das erste Feld der Vergleichsschleife, und �belege x und y mit Remisstellungen (von S). Dann ist o�ensichtlich ( if ; �) Remis-stellung von SDent .Wir m�ussen Schwarz also in jeder Runde von neuem die Gelegenheit geben, x alsRemisstellung zu entlarven. Dies leistet das folgende Diagramm Drf :Drf Startjz j zj z
jz

1 Runde(x)
1 Runde(x) 1 Runde(y)

1 Runde(x)1 Runde(y)

j-?x := s?y? - -x? -x? ?xy := yx?? - ��- ??@@
��	
j?

-

Schwarz kann im Spiel SDrf nach jedem beliebigen Durchlauf der Vergleichs-Schleifedas zuvor dargestellte Verfahren bem�uhen, um zu gewinnen, wenn x keine Gewinn-stellung in S ist. Wenn hingegen x eine Gewinnstellung in S ist, kann Schwarzdas Spiel nicht dadurch verz�ogern, da� sie dieses Verfahren von vorne aufrollt:W�ahlt sie l(y) � l(x), so kann dies von Wei� ignoriert werden (linker Pfeil). W�ahltsie l(y) < l(x), so mu� Wei� zwar den rechten Pfeil nehmen, w�ahlt aber x mit



28l(x) = l(y) + 1, also jedenfalls so, da� die L�ange von x nicht gr�o�er ist als vorher.Wei� verliert also nichts, wenn x Gewinnstellung war.Ich ho�e, diese Skizze hat es einigerma�en klar gemacht, da� Drf tats�achlich dasgew�unschte leistet. Die T�atigkeit des induktiven Angebens von Gewinnstrategien,wie sie f�ur einen exakteren Beweis notwendig w�are, wollen wir hier nicht �uben, dawir ihrer schon im n�achsten Kapitel in erm�udender Ausf�uhrlichkeit huldigen werden.



Kapitel 7Beweis des HauptsatzesSatz 48 F�ur jede IFP-Formel  gibt es ein braves, remisfreies Diagramm D mitI gewinnt ~AD , ~A j=  Aus diesem Satz folgt mit Satz 45 der Hauptsatz (inclusive Zusatz). Der Rest desKapitels besteht aus dem Beweis von Satz 48.Wir de�nieren D induktiv �uber den Aufbau von  :(a)falls  AtomD := jStart - ! j (b) falls  = :'D := jStart - D'
(c) falls  = (' ^ �)D := jStart - j D'D�����*HHHHj

(d) falls  = 9x'D := jStart -x? j - D'

29



30D :=(e) falls  = [IFPX�x '(X; �x)]�t

Startj jC jB
jAjD

D�'

D0'

-�x�z := �t�t
-�y := �z
?�z?� �x := �y ?6

66jF
jE jH jIjG

������z? -�x? -�y := �x @@@@R
�����

@@@@
6 -�x?

6�y := �z

� �y und �z seien Tupel von Variablen, die in D' nicht vorkommen. Ihre L�ange seidie selbe wie die von �x.� D0' sei das Diagramm, das aus D' entsteht, wenn man f�ur alle Terme �r jedenmit \X�r!" beschrifteten Pfeil entfernt.� D�' sei das Diagramm, das aus D' entsteht, wenn man{ ein neues Feld namens Exit (bzw. Exitfeld) hinzuf�ugt,{ f�ur alle Terme �r jeden mit \X�r!" beschrifteten Pfeil durch einen Pfeilersetzt, der mit \�x := �r" beschriftet ist,{ von jedem Feld, das am Ende eines solcherma�en abge�anderten Pfeilesliegt, einen Pfeil zum Exitfeld hinzuf�ugt.Siehe auch die Skizze auf der n�achsten Seite.Die Konstruktion von D0' und D�' mag hier etwas seltsam anmuten. Diese Subdia-gramme werden in �Ubung 2 auf Seite 33 n�aher erl�autert. Hier sei soviel verraten,da� D0' die Formel '(;; �x) vertritt und D�' die Abbildung F'.Aus der Konstruktion wird klar, da� in jedem der induktiv de�nierten DiagrammeBeschriftungen der Form \ !" nur mit atomarem  vorkommen, und da� solcher-ma�en beschriftete Pfeile immer an einem Feld enden, von dem aus es nicht mehrweiter geht.Folgende Skizze gibt also die Verh�altnisse in D�' korrekt wieder:



31Vorher (in D')
j
jj

j
jj

-
--

-X�rk!
-X�r2!-X�r1!

...
Nachher (in D�')
j
jj

j
jj

-
--

-�x := �rk
-�x := �r2-�x := �r1

... Exitj@@@@R-






�

Wir erinnern uns au�erdem, da� der Pfeil von D�' nach iC (im Diagramm auf dervorigen Seite) am Exitfeld von D�' anf�angt (siehe Abschnitt 5.3).Soweit die De�nition der Diagramme.In den F�allen (a) bis (d) sieht man sofort, da� D die geforderten Eigenschaftenerf�ullt, wenn sie f�ur D' (und D�) gelten.Bleibt also Fall (e). F�ur den Rest des Kapitels sei  = [IFPX;�x '(X; �x)]�t und D das zugeh�orige Diagramm.D ist o�ensichtlich brav, wenn D' brav ist. Wir m�ussennoch zeigen, da� das Diagramm D remisfrei ist und da� gilt:I gewinnt ~AD , ~A j=  Als Induktionsvoraussetzung haben wir, da� D' remisfrei ist und da� gilt:I gewinnt ~AD' , ~A j= '(X; �x)Ebenfalls f�ur den Rest des Kapitels sei ~A fest gew�ahlt.is0 und is� seien die Startfelder von D0' bzw. D�', ie� das Exitfeld von D�'.Um das Spiel ~AD zu erkl�aren de�nieren wir Xk := F k'(;) (die Xk sind also dieIterationsstufen von X in  ). Au�edem seij�aj := � k , wenn �a 2 XknXk�11 , wenn �a =2 X1Wir schreiben auch � j= j�xj = k statt j�(�x)j = k, � j= j�xj � j�yj statt j�(�x)j � j�(�y)jusw. Wenn wir uns auf eine bestimmte Stellung ( if ; �) beziehen, schreiben wir aucheinfach, da� die Gleichung/Ungleichung gilt, und meinen damit, da� � diese erf�ullt.Wir verwenden die �ublichen Konventionen f�ur 1, insbesondere gilt k <1 f�ur allek 2 IN .Ab hier wird der Beweis sehr formal, l�anglich und wenig aufschlu�reich. Deshalbschieben wir zun�achst ein paar �Ubungen ein, anhand derer die Leserin das Dia-gramm D verstehen kann. Der Vorteil dieses Vorgehens ist, da� ich Erkl�arungenin einer Reihenfolge angeben kann, die zwar beweistechnisch ung�unstig ist, aber vonh�oherem Erkl�arungswert. Wer nicht mit �Ubungen behelligt werden will, kann aufSeite 35 weiterlesen.



32�UbungenIn diesen �Ubungen erlauben wir uns, au�er quantorenfreie Formeln auch andereBedingungen an � an die Pfeile zu schreiben. \j�xj = 1!" hei�t hier z.B: dieser Pfeildarf nur gezogen werden, wenn j�xj = 1.�Ubung 1: Zeigen Sie f�ur das folgende Diagramm D1, da� es remisfrei ist und da�f�ur alle � gilt:(i) I gewinnt in ( iA; �), � j= j�xj � j�yj ^ j�xj <1(ii) I gewinnt in ( iB; �) , � j= (j�yj � j�zj ^ j�yj <1) _ (j�xj > j�zj+ 1 _ j�xj =1)(iii) I gewinnt in ( iC ; �), � j= j�xj > j�zj _ j �xj =1D1 :=

Startj jC jB
jAjD

jZ-�x�z := �t�t
-�y := �z
?�z?� �x := �y ? j�xj > j�zj + 1_ j�xj = j�zj =1!

6j�xj = 1!
jE�����j�xj =1!

Hinweis: Man �uberlege sich dies zun�achst f�ur Stellungen, in denen �x, �y und �z end-lich sind, und zwar mit folgender Idee: In jeder Runde iA�! iB�! iC�! iA tauschendie Spielerinnen die Rollen. Immer abwechselnd darf im Zug iA�! iB ein Tupel�z gew�ahlt werden. Dieses darf dem Betrag nach um h�ochstens 1 kleiner sein, alsdas von der selben Spielerin 2 Runden zuvor gew�ahlte (welches inzwischen �x hei�t),sonst bestraft das die Gegnerin mit einem Zug nach iZ . Wer zuerst beim Betrag1 angekommen ist kann das n�achste mal nach iD ziehen und gewinnen. Auf dieseWeise werden die Betr�age zweier Tupel verglichen.Bemerkung: Aus (iii) kann schlie�en, da� gilt:I gewinnt AD1 , �t 2 X1 (, ~A j=  )



33�Ubung 2: Zeigen Sie dasselbe f�ur D2:D2 :=

Startj jC jB
jAjD

D�'

D0'

-�x�z := �t�t
-�y := �z
?�z?� �x := �y ?6

66
jE�����j�xj =1!

Hinweise:� Da in D0' genau die Kanten gel�oscht sind, die in D' mit \X�r!" beschriftetwaren, gilt:I gewinnt (A; �)D0' , I gewinnt (A; �[X; ])D', (A; �[X; ]) j= ' (das hatten wir f�ur D' vorausgesetzt), j�xj = 1Der Zug nach iD ist also genau dann vorteilhaft, wenn j�xj = 1.� Wer auf dem Exitfeld von D�' am Zug ist, gewinnt, wenn j�zj endlich ist, genaudann, wenn j�xj � j�zj (also wenn �x 2 Xj�zj), weil es noch zwei Z�uge bis iA sind.Wenn man sich die De�nition von D�' ansieht, sieht man, da� deshalbI gewinnt ( is� ; �) , I gewinnt (A; �[ XXj�zj ])D', (A; �[ XXj�zj ]) j= ', j�xj � j�zj+ 1Wenn j�zj endlich ist, ist der Zug nach is� also genau dann vorteilhaft, wennj�xj � j�zj+ 1. Wenn j�zj =1 ist, argumentiere entsprechend f�ur X1.� Man mache sich klar, da� es sich bei der Argumentation im vorigen Punktnicht um einen Zirkelschlu� handelt, weil die Voraussetzung f�ur iA nur f�urden n�achstkleineren Betrag von �x ben�otigt wird.



34�Ubung 3: Zeigen Sie dasselbe f�ur D auf Seite 30 (oder auf dem Extrablatt).Hinweis: Wer auf iC mit j�xj = 1 am Zug ist, zieht nach iF , wenn X1 = ;,andernfalls nach iE und w�ahlt �z so da� j�zj endlich, aber maximal ist. Aus (i) und(ii) folgt, das keine m�ogliche Gegenstrategie eine Chance hat (verwende j�xj =1!).Ist umgekehrt j�xj <1, so bringt der Zug nach iE keine Vorteile. Falls dabei �z mitj�zj < j�xj gew�ahlt wird, kann die Gegnerin nach iH ziehen und �x mit j�xj = j�zj + 1w�ahlen, andernfalls kann sie nach iG ziehen.Bemerkung: Wie schon in �Ubung 1 bemerkt erh�alt man aus (iii):~AD , ~A j=  ;also das, was zum Beweis des Hauptsatzes noch fehlt.



35Wer die �Ubungen erfolgreich absolviert hat, darf auf Seite 39 weiterlesen. Wer nicht,mu� mit mir durch einen kleinen Morast von Hilfss�atzen waten.Wir erinnern uns kurz an die Situation vor Einschub der �Ubungen:Wir haben  = [IFPX;�x '(X; �x)]�t und D das zugeh�orige Diagramm (auf Seite 30oder auf dem Extrablatt). Wir m�ussen zeigen, da� das Diagramm D remisfrei istund da� gilt: I gewinnt ~AD , ~A j=  Als Induktionsvoraussetzung haben wir die entsprechenden Eigenschaften f�ur D'.~A ist fest gew�ahlt. is0 und is� sind die Startfelder von D0' bzw. D�', ie� das Exitfeldvon D�'.Stellungen seien ab jetzt, wenn nichts anderes gesagt wird, Stellungen von ~AD ,Belegungen A-Belegungen.Hilfssatz 1 F�ur alle if 2 D0' und alle � gilt:I (II) gewinnt in ( if ; �) (im Spiel ~AD ), I (II) gewinnt in ( if ; �[X; ]) im Spiel ~AD'Beweis: Da X in D nicht vorkommt, spielt die Belegung von X im Spiel ~AD keine Rolle. O.B.d.A ist also � = �[X; ]. D0' unterscheidet sich von D' nur durchdie weggelassenen Pfeile, die in D' mit X�r! beschriftet sind. Diese d�urfen aber mit�(X) = ; sowieso nicht gezogen werden. 2Hilfssatz 2 I gewinnt in ( is0; �), wenn � j= j�xj = 1, II sonst.Beweis: j�xj=1 bedeutet nach De�nition dasselbe wie (A; �) j= '(;; �x),bzw. (A; �[X; ]) j= '. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt dies genau dann, wennI gewinnt (A; �[X; ])D' , Nach Hilfssatz 1 ist dies genau dann der Fall, wenn ( is0; �)Gewinnstellung von ~AD . Da� andernfalls II gewinnt, folgt aus der Remisfreiheitvon D'. 2Rezept 49 (Schokoladenmakronen I [Haa94])8 gro�e Eiklar500g Puderzucker500g Mandeln100-200g Schmelz-Schokolade1 Vanillezucker Man stellt mit ungesch�alt geriebenen Mandeln und ge-riebener Schokolade eine Makronenmasse her. Mit zweiKa�eel�o�eln formt man Makronen.Rezept 50 (Schokoladenmakronen II [Haa94])8 Eiklar500g Sandzucker1 Zitronensaft500g Mandeln300g Schokolade Bei dieser Makronenmasse geht man von ungeschlage-nem Eiklar aus. Die Mandeln werden nicht gesch�alt.Man formt kleine Kugeln.Hinweis: Man erh�alt 80-90 St�uck[Haa94] gibt f�ur Makronen 30-45 Minuten Backzeit bei 140� 160�C an, zuz�uglich5-10 Minuten Nachhitze.



36Hilfssatz 3 F�ur alle k 2 IN gilt:(i) I gewinnt in ( iA; �), wenn � j= j�xj � k ^ j�xj � j�yj(ii) II gewinnt in ( iC ; �), wenn � j= j�xj � k ^ j�xj � j�zj(iii) I gewinnt in ( ie� ; �), wenn � j= j�xj � k ^ j�xj � j�zj(iv) I gewinnt in ( iB; �), wenn � j= j�yj � k ^ :(j�xj � j�zj+ 1 � j�yj)(v) II gewinnt in ( iA; �), wenn � j= j�yj � k ^ j�xj > j�yj(vi) I gewinnt in ( iC ; �), wenn � j= j�zj � k ^ j�xj > j�zj(vii) II gewinnt in ( ie� ; �), wenn � j= j�zj � k ^ j�xj > j�zj(viii) F�ur alle1 if 2 D�' gilt: I (II) gewinnt in ( if ; �) (im Spiel ~AD ),wenn j�zj � k und I (II) gewinnt in ( if ; �[ XXj�zj ]) im Spiel ~AD'(ix) I gewinnt in ( is� ; �), wenn � j= j�zj � k ^ j�xj � j�zj+ 1(x) II gewinnt in ( is� ; �), wenn � j= j�zj � k ^ j�xj > j�zj+ 1(xi) II gewinnt in ( iB; �), wenn � j= j�zj � k ^ j�xj � j�zj+ 1 � j�yjDer �Ubersichtlichkeit halber ist f�ur einige Felder von D in der Abbildung auf demExtrablatt je eine Ungleichung angegeben. Der Hilfssatz sagt dann (bis auf End-lichkeitsbedingungen): I gewinnt auf einem Feld, wenn die zugeh�orige Ungleichungerf�ullt ist, II gewinnt, wenn sie nicht erf�ullt ist.Beweis: Wir zeigen alle Behauptungen simultan durch Induktion �uber k. F�urk = 0 ist nichts zu zeigen, da X0 = ;. Wir nehmen nun an, da� die Behauptungenf�ur k� 1 schon bewiesen sind und zeigen sie der Reihe nach f�ur k. Hierzu geben wirjeweils die behauptete Gewinnstrategie in Form einer Anleitung wieder.(i) Falls j�xj = 1 ist, ziehe nach iD. Du bist auf is0 wieder am Zug und gewinnstgem�a� Hilfssatz 2. Falls j�xj > 1 ist, ziehe nach iB , w�ahle �z mit j�zj = j�xj � 1und gewinne gem�a� (xi) f�ur k � 1.(ii) Fall 1 Die Gegnerin zieht nach iA :Gewinne gem�a� (i)Fall 2 Die Gegnerin zieht nach iF :Ziehe nach iD und w�ahle �x mit j�xj = 1. Das geht, denn w�are X1 = ; sow�are auch X1 = ; und j�xj � k unm�oglich. Du bist auf is0 wieder amZug und gewinnst gem�a� Hilfssatz 2.Fall 3 Die Gegnerin zieht nach iE und w�ahlt �z mit j�xj � j�zj:Ziehe nach iG (dann ist j�xj � j�yj), du bist auf iA wieder am Zug undgewinnst gem�a� (i)Fall 4 Die Gegnerin zieht nach iE und w�ahlt �z mit j�xj > j�zj:Ziehe nach iH, w�ahle �x mit j�xj = j�zj+ 1. ( j�zj kann nicht maximal sein,denn sonst w�are j�xj > j�zj nicht m�oglich gewesen). Dann ist auf iB dieGegnerin am Zug, j�xj = j�zj + 1 = j�yj und du gewinnst gem�a� (xi) f�urk � 1 (j�zj � k � 1, denn nach Voraussetzung dieses Falles wurde im Zugnach iE �z mit j�zj < j�xj � k gew�ahlt).(iii) Folgt aus (ii).(iv) Fall 1 j�zj+ 1 > j�yj (also j�yj � j�zj):Ziehe nach iC und gewinne gem�a� (ii)Fall 2 j�zj+ 1 � j�yj und j�xj > j�zj+ 1:Da nach Voraussetzung j�yj � k ist, ist j�zj � k � 1. Ziehe nach is� undgewinne gem�a� (x) f�ur k � 1.1Fast: Alle au�er Exit und denen, die am Ende eines der abge�anderten Pfeile liegen



37(v) Da j�xj > j�yj ist, ist j�xj mindestens 2. Zieht die Gegnerin nach iD , so ist sieauf is0 wieder am Zug und du gewinnst gem�a� Hilfssatz 2. Zieht sie nach iB,gewinne gem�a� (iv) (j�xj � j�zj+ 1 � j�yj geht nicht wegen j�xj > j�yj!)(vi) und (vii) Folgen aus (v)(viii) Sei Str eine Gewinnstrategie f�ur I (II) f�ur ( if ; �[ XXj�zj ]) im Spiel ~AD' . Wirgeben eine Gewinnstrategie f�ur I (II) f�ur ( if ; �) im Spiel ~AD an:Verfahre innerhalb von D�' stets gem�a� Str. Ziehst du dabei einen Pfeil, derin D' mit \X�r" beschriftet war, so gilt j�rj � j�zj, sonst w�are Str keine Ge-winnstrategie gewesen. Da in D�' dieser Pfeil mit \�x := �r" beschriftet ist, giltnach diesem Zug j�xj � j�zj. Du bist auf ie� wieder am Zug und gewinnst gem�a�(iii).Zieht die Gegnerin einen abge�anderten Pfeil, so gilt nach diesem Zug: j�xj > j�zj,sonst w�are Str ebenfalls keine Gewinnstrategie gewesen. Die Gegnerin ist dannauf ie� wieder am Zug und du gewinnst gem�a� (vii).(ix) Wegen j�xj � j�zj + 1 gilt �(�x) 2 F'(Xj�zj), also (A; �[ XXj�zj ]) j= ' und damitI gewinnt (A; �[ XXj�zj ])D' . Mit (viii) f�ur if = is0 folgt die Behauptung.(x) Analog zu (ix), die Remisfreiheit von D' ausnutzend(xi) Falls die Gegnerin nach is� zieht, gewinne gem�a� (ix). Falls sie nach iC zieht,ist dann j�zj+ 1 � j�xj, also j�xj > j�zj und du gewinnst gem�a� (vi). 2Hilfssatz 4 I gewinnt ( iC ; �) wenn dort gilt: j�xj =1Beweis: Wir geben eine Gewinnstrategie f�ur I an:Fall 1 X1 = ;:Ziehe nach iF . Die Gegnerin ist auf is0 wieder am Zug. Unabh�angig von derWahl von �x ist dort j�xj =1 und du gewinnst gem�a� Hilfssatz 2Fall 2 X1 = Xm 6= Xm�1:Ziehe nach iE und w�ahle �z mit j�zj = m (also maximal).Fall 2.1 Die Gegnerin zieht nach iH und w�ahlt �x mit j�xj <1:Du bist auf iB wieder am Zug. Dort ist dann j�yj = j�xj <1 und deshalbj�zj+ 1 > j�yj, weil j�zj maximal war. Gewinne gem�a� Hilfssatz 3(iv).Fall 2.2 Die Gegnerin zieht nach iH und w�ahlt �x mit j�xj =1:Du bist auf iB wieder am Zug. Ziehe2 nach is� und gewinne gem�a�Hilfssatz 3(x).Fall 2.3 Die Gegnerin zieht nach iG:Danach gilt j�yj = m und j�xj =1, also j�xj > j�yj Die Gegnerin ist auf iAwieder am Zug, und du gewinnst gem�a� Hilfssatz 3(v) 22Hier ist deshalb ein weiterer Zug notwendig, weil Hilfssatz 3(iv) ungeschickt formuliert ist.



38Hilfssatz 5 F�ur alle3 if 2 D�' und alle � mit � j= j�zj =1 gilt:I (II) gewinnt ( if ; �) (in ~A[ XX1 ]D') ) I (II) gewinnt ( if ; �) in ~AD Beweis: Der Beweis verl�auft analog zu dem von Hilfssatz 3(viii), was uns nichtdaran hindert, ihn nochmal hinzuschreiben.4 Sei Str eine Gewinnstrategie f�ur I (II)f�ur ( if ; �[ XX1 ]) im Spiel ~AD' .Wir geben eine Gewinnstrategie f�ur I (II) f�ur ( if ; �) im Spiel ~AD an:Verfahre innerhalb von D�' stets gem�a� Str. Ziehst du dabei einen der abge�andertenPfeile, so gilt in der Stellung nach diesem Zug j�xj < 1, sonst w�are Str keine Ge-winnstrategie gewesen. Du bist auf ie� wieder am Zug und gewinnst gem�a� Hilfssatz3(iii). (Nach Voraussetzung war j�zj =1).Zieht die Gegnerin einen abge�anderten Pfeil, so gilt in der Stellung nach diesem Zug:j�xj =1, sonst w�are Str ebenfalls keine Gewinnstrategie gewesen. Die Gegnerin istdann auf ie� wieder am Zug, zieht nach iC und du gewinnst gem�a� Hilfsatz 4 2Wir zeigen jetzt, da� D remisfrei ist, indem wir die Ergebnisse der Hilfss�atze zu-sammentragen.( iC ; �) ist Gewinnstellung, wenn j�xj > j�zj (Hilfssatz 3(vi)) oder wenn j�xj =1 (Hilfs-satz 4). Andernfalls ist ( iC ; �) Verluststellung (Hilfssatz 3(ii)), also jedenfalls keineRemisstellung.F�ur if in D�' ist ( if ; �) keine Remisstellung (wenn j�zj endlich nach Hilfssatz 3(viii)und wenn j�zj unendlich nach Hilfssatz 5. Beachte zu beidem: D' ist remisfrei!)).F�ur if in D0' ist ( if ; �) ebenfalls keine Remisstellung (Hilfssatz 1).Da von einer beliebigen Stellung aus nach sp�atestens 4 Halbz�ugen eine der vorge-nannten Stellungen erreicht ist, ist D remisfrei.Wer gewinnt nun das Spiel insgesamt (d.h. in der Startstellung)?Nach dem ersten Halbzug ist die Stellung ( iC ; �[ �x�t ; �y�t ]), also j�xj = j�zj = j�tj. Wennnun ~A(�t) 2 X1, also j�tj endlich, ist dies eine Verluststellung (Hilssatz 3(ii)) al-so die Startstellung eine Gewinnstellung. Andernfalls verh�alt sich dies umgekehrt(Hilfssatz 4). Wir haben also:I gewinnt ~AD , �(�t) 2 X1 (, ~A j=  ) 2

3Wie vorher: Alle au�er Exit und denen, die am Ende eines der abge�anderten Pfeile liegen4Redundanz ist gut. Redundanz ist gut. Redundanz ist gut.



Kapitel 8Normalformen f�ur IFP8.1 Vollst�andigkeit von GAMEMit dem Hauptsatz haben wir gezeigt, da� GAME hart f�ur IFP bez�uglich quan-torenfreier Reduktion ist (= Kor 36). Wir zeigen nun, da� GAME sogar in LFPde�nierbar ist.Satz 51 F�ur alle �s-Strukturen S gilt:S 2 GAME , S j= [LFPXux (u := x ^ 9vy(Zxy ^ v 6 := y ^Xvy))_ (u 6 := x ^ 8y(Zxy ! Xyy)) ]ssBeweis: Sei S fest gew�ahlt und ' := '(X;ux) der 1.Stufe-Anteil der Formel imSatz. Man zeigt leicht durch Induktion �uber k, da�� falls k gerade ist, gilt:I gewinnt (S;Z; a) in k Halbz�ugen , aa 2 F k'(;)� falls b 6= a ist und k ungerade, gilt:II gewinnt (S;Z; a) in k Halbz�ugen , ba 2 F k'(;)(Idee: In den ungeraden Iterationsstufen kommen nur Stellungen x hinzu, in denenich gewinne, wenn ich nicht dran bin. Diese werden mit u 6= x markiert. In dengeraden Iterationsstufen kommen nur Stellungen x hinzu, in denen ich gewinne,wenn ich dran bin. Letztere werden mit u = x markiert.)Es folgt ss 2 F1' (;), I gewinnt S 2GAME ist also de�nierbar in LFP. Insgesamt haben wir also:Satz 52 GAME ist vollst�andig f�ur IFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion. 28.2 Skolemsche Normalform, IFP=LFPWir nutzen nun den in Kapitel 3 besprochenen Zusammenhang zwischen vollst�andi-gen Problemen und Normalformen:Satz 53 (Skolemsche Normalform f�ur IFP [Dah87])Jede IFP-Formel ist �aquivalent zu einer Formel der Gestalt[LFPX�x ']�t mit einer �2-de�nierbaren 1.Stufe-Formel '.39



40Beweis: Sei � die Formel aus Satz 51. Diese de�niert ein vollst�andiges Problemf�ur IFP bez�uglich quantorenfreier Reduktion. Nach Satz 26 ist dannf�� j � ist quantorenfreie �Ubersetzung von �sg eine Normalform f�ur IFP. Der 1.Stufe-Anteil von � und damit auch der von �� ist �2-de�nierbar.1 Also haben alle ��die geforderte Gestalt 2Bemerkung: Die �Ubersetzung � im obigen Beweis wird letztlich durch den Haupt-satz geliefert. Verwendet man den Zusatz, so kann man in der Normalform �t = ~derreichen (zur Variable d siehe auch Abschnitt 1.6). Obwohl d dann frei in der For-mel [LFPX�x '] ~d vorkommt, h�angt diese nicht von der Belegung von d ab. Weraus weltanschaulichen oder de�nitionstechnischen Gr�unden keine unquanti�ziertenVariablen duldet, kann d auch mit 8, 9 oder einem anderen Quantor eigener Wahlabquanti�zieren.Das hier gesagte gilt auch f�ur alle weiteren Normalformen in diesem Aufsatz.Aus Satz 53 folgt unmittelbar:Satz 54 ([GS86]) IFP=LFP 28.3 Beschr�ankte Skolemsche NormalformNach dem selben Schema erhalten wir noch weitere Normalformen f�ur IFP.Satz 55 F�ur alle �s-Strukturen S gilt:(a) I gewinnt S , [LFPXx 9y(Zxy ^ 8z(Zyz! Xz))]s(b) II gewinnt S , [LFPXx 8y(Zxy ! 9z(Zyz ^Xz))]sBeide Teile des Satzes sind leicht einzusehen. Au�erdem werden wir in Abschnitt9.4 einen Beweis nachliefern.Satz 56 (Beschr�ankte Skolemsche Normalform f�ur IFP [Gro94]) Jede IFP-Formel ist �aquivalent zu einer Formel der Gestalt(a) [LFPX�x 9�y8�z(X�z _ '(�x; �y; �z))]�t und einer Formel der Gestalt(b) [LFPX�x '0(�x) _ 8�y9�z(X�z ^ '(�x; �y; �z))]�t,wobei '(�x; �y; �z) (und '0(�x)) jeweils eine quantorenfreie Formel ist, in der X nichtvorkommt.Beweis:zu (a) Sei � die Formel aus Satz 55(a). Zxy ^ 8z(Zyz ! Xz) ist �aquivalent zu8z(Xz _ (Zxy ^ :Zyz)), unter der Voraussetzung, da� es ein z gibt mit :Xz. Diesaber ist in jeder Iterationsstufe von X der Fall, denn sonst w�aren alle StellungenGewinnstellungen (sagt Satz 55(a)). Also ist � �aquivalent zu~� := [LFPXx 9y8z(Xz _ (Zxy ^ :Zyz))]sDamit ist ~� eine De�nition von GAME . Nach Satz 26 sind die Formeln ~�� danneine Normalform f�ur IFP. Sie haben die geforderte Gestalt.zu (b) Der Beweis ist sozusagen dual zu dem von (a), mit einer kleinen Zusatz-komplikation. Sei diesmal � die Formel aus Satz 55(b). Zxy ! 9z(Zyz ^ Xz) ist�aquivalent zu 9z(Xz ^ (Zxy ! Zyz)), unter der Voraussetzung, da� es bereits ein1Sogar eine Boolesche Kombination von �1-Formeln, falls das jemand interessiert.



41z gibt mit Xz. Dies ist �argerlicherweise f�ur X0 = ; nicht der Fall. Deshalb m�ussenwir uns k�unstlich einen Induktionsanfang verscha�en. � ist �aquvivalent zu~� := [LFPXux u 6 := x _ 8y9wz(Xwz ^ (Zxy ! Zyz ^ w := z))]ssSei nun  2 IFP gegeben. Dann liefert uns der Hauptsatz f�ur : eine remisfreiequantorenfreie �Ubersetzung � von �s mit~A j= : , I gewinnt ~A��Da � remisfrei ist, gilt auch ~A j=  , II gewinnt ~A��Wegen ~� =jj= � und Satz 55(b) haben wir insgesamt:~A j=  , II gewinnt ~A�� , ~A�� j= ~�, ~A j= ~��Also ist ~�� �aquvivalent zu  . ~�� hat die geforderte Gestalt. 2Bemerkung 57 Aus Teil (a) der beschr�ankten Skolemschen Normalform bekommtman auch leicht wieder die Vollst�andigkeit von GAME bez�uglich quantorenfreierReduktion.F�ur das DiagrammDsko := Startj j j j j jj-�x := �t - -�y? -�z? -�x := �z6 6'(�x; �y; �z)!
gilt: I gewinnt ~ADsko , ~A j= [LFPX�x 8�y9�z(X�z _ '(�x; �y; �z))]�tGrohe beweist in [Gro94] die beschr�ankte Skolemsche Normalform rein auf For-melbasis. Zusammen mit dem Beweis in Kapitel 6 ergibt sich dadurch eine weitereM�oglichkeit unseren Hauptsatz zu beweisen.
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Kapitel 9Negative PFP-FragmenteGrohe betrachtet in [Gro94] unter anderem Formeln der Gestalt[FPX�x '0 _ 9�y12X : : : 9�yl2X 9�z1 =2X : : : 9�zm =2X ' ]�tmit quantorenfreien Formeln '0 und ', in denenX nicht vorkommt. 9�v2X' ist hier-bei eine Abk�urzung f�ur 9�v(X�v ^ ') und 9�v =2X' eine Abk�urzung f�ur9�v(:X�v ^ ').Diese Formeln sind im allgemeinen Fall (d.h l undm unbeschr�ankt) eine Normalformf�ur PFP. Beschr�ankt man l und m durch konkrete Zahlenwerte, so erh�alt manverschiedene interessante Fragmente von PFP.De�nition 58 (PFPNF(l,m)) F�ur alle l;m 2 IN ist  eine PFPNF(l,m)-Formel,wenn sie die Gestalt[FPX�x '0 _ 9�y12X : : : 9�yl02X9�z1 =2X : : : 9�zm0 =2X ' ]�that, mit l0 � l;m0 � m und quantorenfreien Formeln '0 und '.PFPNF(l,m) ist die hierdurch de�nierte Sublogik von PFP.9.1 De�nitionDe�nition 59 (PFP(l,m)) F�ur alle l;m 2 IN ist PFP(l,m) die durch folgendenKalk�ul de�nierte Sublogik von PFP:' wenn ' Atom; ':' ; '; ('^ ) ;'0;'[FPX�x '0_9�y12X:::9�yl02X9�z1 =2X:::9�zm0 =2X ' ]�t , wenn l0 � l; m0 � m und Xnicht frei in '0, ' .Die Logik PFP(l,m) ist also die strati�zierte Variante von PFPNF(l,m).9.2 Klassi�zierungF�ur jeden Wert von l undm ist PFP(l,m) bzw. PFPNF(l,m) genauso ausdrucksstarkwie eine wohlbekannte Logik:PFPNF(l,m) = PPPl m 0 � 10 QF LFP1 9TC PFP� 2 9LFP PFP PFP(l,m) = PPPl m 0 � 10 QF LFP1 TC PFP� 2 SFP PFP43



44Hierbei ist TC die Logik mit einem Operator f�ur die transitive H�ulle einer de�nierba-ren 2k-stelligen Relation, 9TC deren existentielles Fragment, 9LFP das existentielleFragment von LFP und SFP die strati�zierte Variante von 9LFP. Wir wollen dieseLogiken nicht de�nieren, da sie hier nicht Gegenstand der Diskussion sind.Alle F�alle mit l > 0 sind in [Gro94] abgehandelt. PFPNF(0,0)=PFP(0,0)=QF isttrivial. Es bleibt also zu zeigen, da� PFPNF(0,m)=PFP(0,m)=LFP f�ur alle m � 1.9.3 negPFPZun�achst zeigen wir PFP(0,m)� LFP. Hierzu de�nieren wir eine Logik, die oberhalballer PFP(0,m) liegt.De�nition 60 (negPFP) negPFP ist die Sublogik von PFP, die durch folgendenKalk�ul gegeben ist:' wenn ' Atom; ':' ; '; ('^ ) ; '9x' ;'[FPXnx ']nt , wenn ' negativ in X ist und X nicht frei im Geltungsbereich einesFixpunktoperators innerhalb von ' vorkommt .In negPFP wirken Fixpunktoperatoren nur auf Formeln die negativ und damitantimonoton sind. Deshalb untersuchen wir jetzt antimonotone Abbildungen.Satz 61 Sei F : Pot(An)! Pot(An) antimonoton. Dann gilt(i) F 2 ist monoton(ii) (F 2k(;))k2IN ist eine aufsteigende Folge. Ihr Grenzwert ist lfp(F 2).(iii) (F 2k(An))k2IN ist eine absteigende Folge. Ihr Grenzwert ist gfp(F 2).(iv) (F 2k+1(;))k2IN ist eine absteigende Folge. Ihr Grenzwert ist gfp(F 2).(v) F1(;) existiert , lfp(F 2) = gfp(F 2)(vi) Wenn F1(;) existiert, gilt f�ur alle R � An:F1(R) existiert und F1(R) = F1(;)Beweis:(i) klar.(ii) und (iii) Siehe Satz 5, De�nition 6.(iv) Aus ; � F (An) folgt An � F (;) � F 2(An). Durch Iteration erhalten wirallgemein F 2k(An) � F 2k+1(;) � F 2k+2(An). Mit (iii) folgt die Behauptung.(v) folgt aus (ii) und (iv).(vi) Sei F1(;) = F 2m(;) der Fixpunkt von F . Aus ; � F (R) � F (;) erhalten wirdann f�ur alle k � m: F1(;) = F 2k(;) � F 2k+1(R) � F 2k+1(;) = F1(;). 2De�nition 62 ('2(X; �x)) Sei '(X; �x) eine PFP-Formel und die Stelligkeit von Xgleich der L�ange von �x. Dann ist '2(X; �x) die Formel, die man erh�alt, wenn manin '(X; �x) alle Subformeln der Form X�r durch '(X; �r) ersetzt.



45F�ur Freunde und Bekannte der Notation mit dem Unterstrich: '2(X; �x) = '('(X; ); �x).Folgende Eigenschaften der Formel '2(X; �x) sind leicht zu sehen:Satz 63 Sei ' := '(X; �x) eine PFP-Formel und die Stelligkeit von X gleich derL�ange von �x. Dann gilt:(i) F'2 = F 2'(ii) ' ist negativ in X ) '2 ist positiv in X(iii) ' 2 LFP ) '2 2 LFP 2Satz 64 negPFP � LFPBeweis: Es gen�ugt zu zeigen, da� jede Formel [FPX�x '(X; �x)]�t �aquivalent zueiner LFP-Formel ist, wenn ' := '(X; �x) eine in X negative LFP-Formel ist. (Dannk�onnen wir in einer gegebenen negPFP-Formel von innen nach au�en nacheinanderalle Fixpunktoperatoren durch LFP-Formeln ersetzen).Nach Satz 15 ist ' antimonoton, weil negativ in X . Nach Satz 61(v) existiert F1'genau dann, wenn lfp(F 2') = gfp(F 2'). So das der Fall ist, gilt F1' = lfp(F 2').Insgesamt ist also [FPX�x '(X; �x)]�t �aquivalent zur Formel8�v�[LFPX�x '2(X; �x)]�v $ [GFPX�x '2(X; �x)]�v� ^ [LFPX�x '2(X; �x)]�tDie Fixpunktoperatoren in obiger Formel sind tats�achlich LFP-Operatoren, da nachSatz 63 '2 eine LFP-Formel ist und positiv in X . Zur De�nition des GFP-Operatorssiehe De�nition 17 und Satz 18. 29.4 PFPNF(0,1)Um die Logiken PFPNF(0,m) und PFP(0,m) nach unten abzusch�atzen zeigen wir,da� bereits PFPNF(0,1) � IFP.Satz 65 Sei ' := '(X; x) := 9y(Zxy^:Xy). Dann gilt f�ur alle Spiele S = (S;Z; s)und alle a 2 S:(i) Falls k gerade: a 2 F k';S(;), I gewinnt (S;Z; a) in k Halbz�ugenFalls k ungerade: a 2 F k';S(;), II gewinnt (S;Z; a) nicht in k Halbz�ugen(ii) a 2 lfp(F 2';S), a ist Gewinnstellung von S(iii) a 2 gfp(F 2';S), a ist nicht Verluststellung von S(iv) Der Fixpunkt von F';S existiert genau dann, wenn S remisfrei ist. Indiesem Fall ist er gleich der Menge der Gewinnstellungen von S.Beweis:(i) Sieht man leicht durch Induktion �uber k.(ii) ' ist antimonoton, weil negativ in X. Nach Satz 61(ii) ist lfp(F 2';S) der Grenz-wert der aufsteigenden Folge (F 2k';S(;))k2IN . Nach (i) ist dies die Menge derGewinnstellungen von S.(iii) Analog mit Satz 61(iv).



46(iv) ' ist antimonoton, weil negativ in X. Nach Satz 61(v) existiert der Fixpunktvon F';S genau dann, wenn lfp(F 2';S) = gfp(F 2';S). Mit (ii) und (iii) ist diesgenau dann der Fall, wenn f�ur alle a 2 S gilt: a ist Gewinnstellung , a istnicht Verluststellung, also wenn S remisfrei ist. 2Wir tragen nun den in Abschnitt 8.3 angek�undigten Beweis von Satz 55 nach:Beweis von Satz 55: Sei '(X; x) := 9y(Zxy ^ :Xy), wie im vorigen Satz. Danngilt nach (ii) und (iii):(a) I gewinnt S , [LFPXx '2(X; x)]s(b) II gewinnt S , :[GFPXx '2(X; x)]sMan rechnet nach, da�[LFPXx '2(X; x)]s = [LFPXx 9y(Zxy ^ 8z(Zyz! Xz))]s und:[GFPXx '2(X; x)]s = [LFPXx 8y(Zxy ! 9z(Zyz ^Xz))]s.Dies sind erfreulicherweise die Formeln aus Satz 55.(Zu letzterem verwende man :[GFPXx '2(X; x)]s = [LFPXx :'2(:X; x)]s ) 2De�nition 66 (�\) �\ := [FPXx 9y(:Xy ^ Zxy)]sSatz 67 Mod(�\) = GAME \RFBeweis: Folgt aus Satz 65(iv). 2Satz 68 GAME \RF ist in LFP de�nierbar.Beweis: �\ 2 negPFP � LFP (nach Satz 64). 2Satz 69 Jede IFP-Formel ist �aquvivalent zu �\� f�ur eine quantorenfreie �Uberset-zung � von �sBeweis: Nach Korollar 37 ist Mod(�\) = GAME \ RF hart f�ur IFP bez�uglichquantorenfreier Reduktion. Satz 26 liefert die Behauptung. 2Es handelt sich hier nicht um eine Normalform f�ur IFP. Zwar sind alle IFP-Formeln�aquivalent zu einem �\�, aber diese Formeln sind im Allgemeinen keine IFP-Formeln. Der Iterationsprozess ist bei ihnen nur in pathologischen F�allen induktiv.Daf�ur ist es eine Normalform f�ur negPFP, da �\ 2 negPFP ist und negPFP=IFP,wie wir gleich sehen werden.Satz 70 IFP � PFPNF(0,1)Beweis: Dies folgt aus dem vorigen Satz, da die Formeln �\� o�ensichtlichPFPNF(0,1)-Formeln sind. 29.5 Happy EndSatz 71 LFP = IFP = PFPNF(0,m) = PFP(0,m) f�ur alle m 2 INBeweis: Mit Satz 70 und Satz 64 haben wir:LFP = IFP � PFPNF(0,1) � PFPNF(0,m) � PFP(0,m) � negPFP � LFP 2
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