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Kapitel 0

Einleitung

0.1 Was bisher geschah

Fixpunktlogiken sind Erweiterungen der Logik 1.Stufe durch einen Operator fiir in-
duktive Definitionen. Sie sind eng mit Komplexititsklassen verwandt. So sind zum
Beispiel die endlichen Klassen geordneter Strukturen, die in der Fixpunktlogik IFP
definierbar sind, genau diejenigen, die in PTIME berechenbar sind [Var82,Imm82].
Auch andere Begriffe der Komplexititstheorie lassen sich in die Logik iibertragen,
insbesondere die der Reduktion und des vollstdndigen Problems.

Das vollstéindige Problem, das uns hier interessiert, ist das Geographiespiel'. Geo-
graphiespiele werden auf Strukturen mit einer Kantenrelation gespielt. Die Spie-
lerinnen ziehen von einer Startposition aus einen Spielstein abwechselnd entlang
einer Kante. Wer nicht ziehen kann, hat verloren. Das Problem, zu entscheiden, wer
das Geographiespiel auf einer gegebenen Struktur mit einer gegebenen Startstel-
lung gewinnt, ist vollstéindig fiir PTIME beziiglich LOGSPACE-Reduktion? [JS76]°
Die entsprechende Aussage in der Logik ist, daf3 das Geographiespiel auf geordne-
ten Strukturen vollstiindig fiir IFP beziiglich DTC*-Reduktion ist®. Sie L}t sich
in doppelter Weise verschirfen: Das Geographiespiel ist vollstindig fiir IFP, so-
gar beziiglich quantorenfreier Reduktion auf allen endlichen Strukturen, auch ohne
Ordnungsrelation [Dah87]°.

0.2 Was Sie in dieser Abhandlung lesen

Ausgangspunkt der Arbeit war die Frage, wie ausdrucksstark Fixpunktoperatoren
der Form [FPx; 3z¢ X (%, Z)] mit quantorenfreiem ¢ sind. Diese stehen in engem
Zusammenhang mit dem Geographiespiel.

Betrachtet man ¢(Z, z) als Definition einer Kantenrelation, so charakterisiert dieser
Operator die Gewinnstellungen im zugehorigen Geographiespiel, wenn der Fixpunkt
existiert.

IDieser Name kommt von einem Spiel, bei dem abwechselnd z.B. eine Stadt genannt wird, die
mit dem Buchstaben anfangen muf}, mit dem die vorige aufgehort hat.

2Tn obiger Variante. Meistens verbietet man beim Geographiespiel Wiederholungen, das heif}t
der Spielstein darf nicht ein zweites mal auf ein schon benutztes Feld gezogen werden. Mit diesem
Verbot ist das Geographiespiel vollstindig fiir PSPACE (findet man in [Rei90]).

3In [JS76] wird dies fiir eine Klasse GAME gezeigt, die etwas aufwendiger definiert ist, als das
Geographiespiel. Das Ergebnis 148t sich aber leicht auf das Geographiespiel iibertragen.

4DTC ist die Erweiterung der Logik erster Stufe durch einen Operator fiir die transitive Hiille
definierbarer deterministischer (d.h. rechtseindeutiger) Relationen.

5Diese Entsprechung findet man als Ubung in [EF95].

6[Dah87] bezieht sich ebenfalls auf die Klasse GAME aus [JS76].
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Ko6nnte man sich darauf verlassen, daf er existiert, so wire es dank der Vollstindig-
keit des Geographiespiels leicht zu beweisen, dafl solche Operatoren so ausdrucks-
stark sind wie IFP. Leider ist dies nicht der Fall. Er existiert nur, wenn das zugehori-
ge Spiel remisfrei ist, d.h. wenn es keine Stellungen gibt, in denen keine der beiden
Parteien eine Gewinnstrategie hat. Es stellt sich also die Frage, ob man mit solchen
Formeln ¢(Z, z) auskommt, die remisfreie Spiele definieren. Anders formuliert: Sind
die remisfreien Geographiespiele vollstindig fiir IFP?

Die Theorie der remisfreien Spiele hat sich als fruchtbar erwiesen. Unser Programm
ist folgendes: Zunéchst wird ein “Hauptsatz” bewiesen, der in etwa sagt, dal die re-
misfreien Geographiespiele tatséchlich vollstandig fiir IFP beziiglich quantorenfreier
Reduktion sind. Dieser wird direkt bewiesen, also ohne Riickgriff auf Normalformen
oder sonstige Sitze iiber Fixpunktlogiken. Aus dem Hauptsatz folgt recht einfach
eine schone Normalform fiir IFP, die gleichzeitig [IFP=LFP beweist. Zum Schluf} be-
antworten wir, sozusagen als Anwendung, die Ausgangsfrage in einer allgemeineren
Form.

0.3 Aufbau

Hier die Kapitel im Einzelnen:

Das erste Kapitel dient dazu, die Formalitéiten zu regeln. Es werden Begrifflichkeiten
geklirt und Grundannahmen benannt, die in der restlichen Arbeit implizit bleiben
oder verschwiegen werden. Einige Notationen und Konventionen werden festgelegt
und einige Schlampigkeiten legalisiert.

Die Kapitel Fixpunktlogiken sowie Reduktionen und vollstindige Probleme
sind Auflistungen von Definitionen und einfachen Sachverhalten, diese Gegenstinde
betreffend. Sie sind weniger als Erklérung gedacht, sondern eher als Referenz. Alle
Séitze sind dort ohne Beweis wiedergegeben, weil sie erstens leicht sind und zweitens
allgemein bekannt. Etwas ausfiihrlicher behandelt findet man diesen Stoff in [EF95].
Im Kapitel Spiele wird definiert, was wir unter Spielen und Gewinnstrategien ver-
stehen. Es werden remisfreie Spiele eingefiihrt und der Hauptsatz formuliert.

Das Kapitel Diagramme stellt das zentrale Hilfsmittel zum Beweis des Hauptsat-
zes vor, ndmlich Diagramme. Sie werden uns das Lesen von Formeln erschreckender
Lénge ersparen.

Im Kapitel Zwischenspiel wird ein Beweis fiir den Hauptsatz skizziert, der aber
voraussetzt, daf} bereits bewiesen ist, dafl das Geographiespiel hart fiir IFP ist. Die-
se Erkenntnis gewinnt man normalerweise aus einer Normalform [Dah87], deshalb
taugt er nichts fiir das oben beschriebene Programm. Er wird trotzdem wieder-
gegeben, weil er anschaulich ist und Konzepte versténdlich macht, die im weniger
anschaulichen Beweis des Hauptsatzes verwendet werden.

Im Kapitel Normalformen fiir IFP wird die Ernte eingefahren, diverse Normal-
formséitze und IFP=LFP werden bewiesen.

Im Kapitel Negative PFP-Fragmente werden die Fragmente von PFP, die von
Fixpunktoperatoren der Form

[FPXE wo V E'gleX...3:[716X321¢X...35m¢X (p]LT

fiir festgehaltene Werte von [ und m erzeugt werden, klassifiziert und damit die im
vorigen Abschnitt erwiihnte Ausgangsfrage gelost.

0.4 Sprache

e Ich verwende das geschlechtsneutrale Femininum: Mit “Spielerin” ist nicht
eine spielende Person bekannntermaflen weiblichen sondern eine solche unbe-
kannten Geschlechts gemeint. Ebenso fiir “Leserin” etc.



e Da ich kein Freund von Passivkonstruktionen bin und zu bescheiden, um zu
hiufig das Wort “ich” zu schreiben, habe ich mich nach einigem Hadern fiir
das krankenschwesterliche “wir” entschieden. “Wir” meint hier mich selbst
und die Leserin.






Kapitel 1

Allgemeine
Geschiftsbedingungen

1.1 Strukturen

e Wir betrachten nur endliche Strukturen

e Wir betrachten nur Strukturen mit mindestens zwei Elementen

Die erste Einschrankung ist hier wesentlich, die zweite dient nur der Bequemlichkeit.
Der Fall der einelementigen Strukturen ist leicht zu behandeln, uninteressant und
fiihrt zu weniger schénen Normalformen.

1.2 Signaturen

Eigentlich sollten wir Logiken und verwandte Dinge in Abhéngigkeit von einer Si-
gnatur 7 definieren. Da dies ldstig ist, sei hiermit 7 ein fiir alle mal gew&hlt, und
alle Definitionen sind abhéngig von 7, ohne daf} dies erwéhnt wird. Wo nicht anders
vermerkt, sind Strukturen 7-Strukturen, Interpretationen 7-Interpretationen etc.

1.3 Belegungen und Interpretationen

Fiir eine Struktur A teilt eine A-Belegung « jeder Variable (1. und 2. Stufe) einen
geeigneten Wert in A zu. Eine Interpretation ist ein Paar (A, a). Wo immer es Sinn
macht, werden wir in Definitionen und Sitzen mit Interpretationen arbeiten statt
mit Strukturen. Dies vereinfacht die Induktion iiber Formeln und den Umgang mit
freien Parametern.

Substitutionen in Belegungen schreiben wir wie folgt: Mit 7] meinen wir die Be-
legung, die der Variable x den Wert a zuordnet und sich ansonsten so verhilt wie
. Fiir A = (A4, a) sei fi[%] = (A, a[Z]) und A(t) == a(t). Das Entsprechende gilt
fiir 2.Stufe Variablen.

Fiir die Bezeichnungen fiihren wir folgende Konvention ein: Auch wenn es nicht
dazu gesagt wird, meint das Symbol A stets eine Interpretation (A,a), wobei A
eine Struktur mit Trager A ist.



1.4 Logiken

Eine Logik L ist fiir uns eine Menge F von Formeln zusammen mit einer Modell-
relation |= zwischen Interpretationen und Formeln aus F. Fiir eine Formel ¢ ist
Mod(p) := {A | A |= ¢} die Modellklasse von ¢. Zwei Formeln ¢ und ¢ sind #qui-
valent (wir schreiben: ¢ =|[= ¢ ), wenn ihre Modellklassen gleich sind. Vergleiche
zwischen Logiken (z.B. LFP C IFP, LFP = IFP) sind immer als Vergleiche zwi-
chen den Mengen von Modellklassen, die durch die jeweilige Logik definierbar sind,
gemeint,.

Eine Sublogik K von L nennen wir Normalform von L, wenn in diesem Sinne K=L
gilt (d.h. fiir alle ¢ € L existiert ein ¢’ € K mit ¢ g ¢'). Der Name Normalform
macht natiirlich nur Sinn, wenn sich die Formeln von K #hnlich sehen.

Wenn wir eine Logik L definieren, ist im Sinne von 1.2 diese Definition abhingig
von der Signatur 7. Mit L[o] meinen wir die entsprechende Logik fiir die Signatur
o, wenn wir nur L schreiben, meinen wir implizit L[r].

FO ist die Logik der 1.Stufe, QF sind die quantorenfreien Formeln. In beiden Fillen
erlauben wir freie 2.Stufe Variablen.

Wenn wir eine Definition oder eine Aussage fiir eine Formel ¢ tétigen, ohne da-
zuzusagen, welcher Logik diese Formel angehoren soll, so ist eine beliebige Logik
gemeint und nur von Belang, dal Mod(p) definiert ist.

1.5 Tupel

Tupel (von Objekten wie Variablen, Termen oder Elementen einer Struktur) schrei-
ben wir in der Form o0go; . ..0,—1 (d.h. ohne Klammern und Kommas) und kiirzen
sie durch 0 ab. Dies erlaubt Schreibweisen wie 0P fiir 00...0n_1D0 «+ -Pm—_1. Wir
schreiben auch 6 statt 0, wenn die Liinge n des Tupels aus dem Kontext hervorgeht
oder nicht von Belang ist. Wir schrecken nicht davor zuriick, Tupel nochmals zu
indizieren. oy, bedeutet dann oy . . . Opn—1.

1.6 Die “Variable” d

In manchen Situationen bendtigen wir Tupel aus lauter gleichen Termen, wobei
egal ist, was flir einen Term wir wihlen. Wir verwenden dann stets d. d sei eine
beliebige Variable, d := dd...d (die Linge des Tupels entnimmt man jeweils aus
dem Kontext). Auf diese Weise werden Formeln entstehen, in denen d frei ist, die
aber nicht von d abhéngen (triviales Beispiel: d = d ). Um Verwirrung zu vermeiden,
fafit man d am besten als Konstante auf. Dies wollen wir aber offiziell nicht tun, da
die Forderung, daf} eine solche Konstante verfiigbar ist, eine unnétige Einschrinkung
an die Signatur T wire.

1.7 Abhéangigkeit von Variablen, Einsetzungen

Die Schreibweise () bedeutet weder, daf die Variablen Z alle frei in ¢ vorkommen,
noch, dal ¢ keine anderen freien Variablen hat.

Sie dient zweierlei Zwecken. Erstens bietet sie eine einfache Mdoglichkeit, Substitu-
tionen zu notieren: Fiir ¢ = (Z) ist p(y) die Formel, die entsteht, wenn man in ¢
alle x; durch y; substituiert. In Modellbeziehungen erlauben wir uns auch, Elemente
von Strukturen einzusetzen. A |= ¢(a) ist als Abkiirzung fiir A[%] E ¢ zu lesen.
Zweitens verwenden wir sie, um gewisse Variablen als “spezielle” Variablen auszu-
zeichnen, wie z.B. in der folgenden Definition:



Definition 1 ((p"i(%,ﬂ)) Fiir eine Formel ¢ = @(Z,Y) und eine Interpretation A
ist _
P (E,9) = {(a,b) € A" x A" | A= (a,0)}

©A(Z,7) hiingt natiirlich nicht nur von der Formel ¢ und von A ab, sondern auch
von der Wahl der Variablen & und ¥. o(%,¥) ist also je nach Kontext entweder
als Formel oder als ein Tripel aus einer Formel und zwei Tupeln von Variablen
aufzufassen. Wenn wir ¢ := o(z, ?3) schreiben, bedeutet dies, daf3 ¢ ab sofort dieses
Tripel vertritt (in Kontexten, in denen ein solches gefragt ist).

Alles in diesem Abschnitt Gesagte gilt natiirlich entsprechend fiir 2.Stufe-Variablen.
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Kapitel 2
Fixpunktlogiken

Definition 2 (Fixpunkt, F>°(R)) Sei eine Menge A und eine Abbildung
F : Pot(A) — Pot(A) gegeben.

(i) S € A™ heifit ein Fixpunkt von F, wenn F(S) = S.

(ii) Falls fiir ein R C A" die Folge (F*(R))ren
(d.h. die Folge R, F(R), F(F(R)),...) bei einem m € IN stationdr wird (also
F™(R) Fizpunkt ist), sagen wir F*°(R) existiert und setzen F*°(R) := F™(R)

(iil) F*° := F>(() heifit der Fixpunkt von F.

Definition 3 (induktiv, monoton, antimonoton)

F : Pot(A™) — Pot(A™) heifst:
induktiv & FR()) c FEL(D) fiir alle k € IN.
monoton & RCS= F(R)CF(S) firalleR,ScCA"
antimonoton & R CS = F(R)DF(S) firalleR,S C A".

Satz 4 ' monoton = F induktiv O

Satz 5 Sei F : Pot(A"™) — Pot(A™) monoton. Dann ist

(i) (F*(0)rew eine aufsteigende Folge. F>° (D) ezistiert und ist der Durch-
schnitt aller Fizpunkte von F.

(ii) (F*(A™))ren eine absteigende Folge. F>®(A™) existiert und ist die Verei-
nigung aller Fixpunkte von F'.

O

Definition 6 (Ifp(F), gfp(F))

Ifp(F) := F°>°(0) heift in diesem Fall der kleinste,
gfp(F) := F>(A") der grifite Fizpunkt von F.

Definition 7 (F, ;) Gegeben sei eine Interpretation A und eine Formel
¢ := (X, ), X n-stellig. Dann ist F, i definiert durch:

F, ;: Pot(A") = Pot(A")
R {a| A o(R,a)}

Falls unwichtig ist oder aus dem Kontext klar wird, welche Interpretation A gemeint
ist, lassen wir den Index A weg und schreiben einfach F,.
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Definition 8 ¢ := (X, ) heifit induktiv (monoton, antimonoton), wenn fiir alle
A die Abbildung F,, ; induktiv (monoton, antimonoton) ist.

Definition 9 (Atom) Flir alle Termery, 1“2,; und alle n-stelligen 2.Stufe- Variablen

X und Relationssymbole R sind die Formeln ri = rs, Rt und Xt Atome (atomare
Formeln).

Definition 10 (PFP-Syntax) Die Syntax der Logik PFP ist durch folgenden Kalkiil
gegeben:

2 wenn ¢ Atom, :‘l%, (—(f/’\%), g‘fz, FP . (p(X %)],z, wenn X n-stellig.
P,

Die Symbole V, V, — und ¢ betrachten wir als Abkiirzungen. Klammern lassen wir

gerne weg, wenn es die {iblichen Vorfahrtsregeln erlauben.

Wenn wir in Zukunft eine Formel R, Xt oder [FPxz; (X, z)]t hinschreiben,

nehmen wir stillschweigend an, daf die Stelligkeit von X bzw. R und die Linge von

Z (und ?) iibereinstimmen.

Definition 11 (PFP-Semantik) Die Relation A |= 1 ist auf die iibliche Weise
induktiv iber den Aufbau von 1) definiert. Im FP-Schritt gilt:

AE [FPx: o(X,2)] & FJlx ) existiert und enthdlt A(t)

Definition 12 (IFP) IFP ist diejenige Sublogik von PFP, die man erhilt, wenn
man im Kalkil von Definition 10 die FP-Regel auf induktive Formeln o(X,Z) ein-
schrankt.

Um IFP-Formeln als solche kenntlich zu machen, schreiben wir auch [IFPxz .. ]
statt [FPxz ...J.

Die Semantik des Fixpunktoperators ist fiir [FP-Formeln einfacher, da der Fixpunkt
stets existiert (A™ ist endlich!). Die Syntax von IFP ist weniger einfach, denn die
Menge der IFP-Formeln ist bedauerlicherweise nicht entscheidbar. Diesen Umstand
kann man beheben, indem man nur Formeln ¢(X,Z) der Gestalt Xz V ¢'(X,T)
zulaft.

Definition 13 (positiv, negativ) FEine PFP-Formel ¢ heifit positiv (negativ) in
X, falls jedes freie Vorkommen von X in ¢ im Geltungsbereich einer geraden (un-
geraden) Anzahl von Negationszeichen steht.

Definition 14 (LFP) LFP ist diejenige Sublogik von PFP, die man erhilt, wenn
man im Kalkiil von Definition 10 die FP-Regel auf Formeln o(X,T) einschrdinkt,
die positiv in X sind.

Um LFP-Formeln als solche kenntlich zu machen, schreiben wir auch [LFPx; ...]
statt [FPxz ...J.

Satz 15 Eine LFP-Formel o(X, ) ist monoton (antimonoton), wenn sie positiv
(negativ) in X ist. O

Aus Satz 15 und Satz 4 folgt:
Satz 16 LFP C IFP O
Der zum LFP-Operator duale GFP-Operator ist in LFP definierbar:

Definition 17 [GFPx; ¢(X,Z)]t := ~[LFPx; —p(-X Z)]t

Satz 18 A |= [GFPx: (X, Z)]f & A(f) € gfp(F,, ;) O



Kapitel 3

Reduktionen und
vollstindige Probleme

Definition 19 (L-Ubersetzung) Gegeben sei eine Signatur o ohne Funktions-
symbole und eine Logik L. I1 heifit (n-stellige) L-Ubersetzung von o, wenn II eine
Abbildung ist, die jedem k-stelligen Relationssymbol R € o eine L-Formel
7r(T1,...,Tt) zuordnet, und jeder Konstante c € o ein Tupel T, von L-Termen.

Im Sinne von Abschnitt 1.2 ist mit L implizit L[r] gemeint. Eine L-Ubersetzung von
o ist also in Wirklichkeit eine Ubersetzung von o in 7. Eine L[o']-Ubersetzung von
o ist dann eine Ubersetzung von o in o'.

Definition 20 (.AI*H) Eine n-stellige Ubersetzung T1 von o definiert zu jeder In-
terpretation A eine o-Struktur A=:

e Der Triger von A~ st A™
o RA™ .= Wé(i‘l, ..., &) fiir alle k-stelligen R € o
o AT .= A(=,) fiir alle Konstanten ¢ € o

Wir lassen hier durchaus zu, da8 mg(%1, ..., Zx) zusétzliche freie Variablen hat. In
diesem Falle héingt A~ von a ab. Ebenso diirfen in 7, Variablen vorkommen. Falls
A~ nicht von a abhiingt, schreiben wir stattdessen auch A=,

Definition 21 (L-Reduktion) SeiC eine Klasse von o-Strukturen, D eine Klasse
von Interpretation, 11 eine L-Ubersetzung von o. R ~
Dann heift TI eine L-Reduktion von D auf C, wenn gilt: A€ D < AT €.

Definition 22 (hart,definierbar,vollstindig) FEine Klasse C von o-Strukturen
heifst fiir eine Logik M

e hart beziiglich L-Reduktion
& fiir jede M-Formel 1y gibt es eine L-Reduktion von Mod(v) auf C

e definierbar
& C = Mod(x) fiir ein x € M

e vollstindig (vollstdndiges Problem) beziiglich L-Reduktion
& (i) und (#) ist der Fall

Man kann auch umgekehrt eine L-Ubersetzung zur Expansion von o-Formeln ver-
wenden:

13



14

Satz 23 Sei M € {PFP, IFP, LFP, FO, QF} und Il eine M—ﬁbersetzung von o.
Dann gibt es fiir jede Formel ) € M[o] eine M-Formel )™ mit A~ = & A | 8
O

Die Definition von 9 ist lang und uninteressant, aber an einem Beispiel sieht man
sofort, was gemeint ist:

Beispiel 24 ([FPx, z =v A JyEzyle)!! = [FPx; # =9 A Igrp(Z, §)]7.

Fiir Informatikerinnen ist also eine Ubersetzung so etwas wie eine Makro-Definition.
Mit dieser Vorstellung ist folgender Satz klar:

Satz 25 Sei L € {PFP, IFP, LFP, FO, QF}, 11 eine Lfo']- Ubersetzung von o, II'
eine L-Ubersetzung von o'.
Dann ezistiert eine L-Ubersetzung II' o II von o mit

¢H'0H — (¢H)H’
O

Durch die Betrachtung von Ubersetzungen als Expansionen von Formeln finden wir
auch einen Zusammenhang zwischen vollstindigen Problemen und Normalformen.
Betrachten wir hierfiir ein fiir M beziiglich L-Reduktionen vollstdndiges Problem
C. C ist definiert durch eine Formel x € M[o]. Fiir jede M-Formel 1 gibt es eine
L-Reduktion IT von Mod(v)) auf Mod (), d.h. ein IT mit A = ¢ < A" |= x. Nach
Satz 23 ist also 1 == x'I. Da sich (jedenfalls fiir L=QF) die x' alle sehr #hnlich
sind, verdient die Menge der x!! den Namen Normalform.

Wir fassen dies in einem Satz zusammen:

Satz 26 Sei M wie in Satz 23, L eine Sublogik von M und Mod(x) hart fiir M
beziiglich L-Reduktion. Dann ist jede M-Formel dquivalent zu X" fiir eine L-Uber-
setzung 1. Ist x € M[o], so ist {x'1 | I ist L-Ubersetzung von o} eine Normalform
fir M. O

Wir werden es im Folgenden nur mit L=QF, also mit QF-Ubersetzungen zu tun
haben. Diese nennen wir quantorenfreie Ubersetzungen.



Kapitel 4

Spiele

4.1 Definitionen

Wir wiederholen kurz die in der Einleitung gegebenen Regeln des Geographiespiels
auf einer Struktur mit Kantenrelation: Die Spielerinnen ziehen von einer Startposi-
tion aus einen Spielstein abwechselnd entlang einer Kante. Wer nicht ziehen kann,
hat verloren.

Wir werden die Geographiespiele und den Begriff des Gewinnens jetzt exakt defi-
nieren. Dabei werden wir Geographiespiele einfach “Spiele” nennen, und zwar, weil
das Geographiespiel einen Prototyp fiir die Strategiespiele fiir zwei Personen oh-
ne Zufallselemente darstellt. Sei hierzu S irgend ein solches Spiel (Miihle, Schach,
Halma...). S sei die Menge aller moglichen Stellungen des Spiels. Eine Stellung soll
dabei die gesamte Information {iber den Zustand des Spiels wiedergeben, also welche
Figuren im Spiel sind, wo sie stehen, mit welcher Farbe als néchstes gezogen werden
darf usw. Z sei die Menge derjenigen (s1,s2) € S x S, fiir die die Uberfiihrung des
Spiels von der Stellung s; in die Stellung s» nach den Regeln des Spiels ein erlaubter
Zug ist. So notiert kann man S als das Geographiespiel auf der Struktur mit Trager

S und Kantenrelation Z auffassen’.

Definition 27 (0,) o, :={Z,s}, Z zweistelliges Relationssymbol, s Konstante.

Definition 28 (Spiel) FEine og-Struktur S = (S, Z, s) heif$it Spiel.
Die Elemente von S nennen wir Stellungen, die Elemente von Z die erlaubten Ziige,
und s die Startstellung von S.

Definition 29 (Strategie) Fine Strategie fiir ein Spiel S = (S, Z, s) ist eine par-
tielle Abbildung Str : S — S, deren Graph Teilmenge von Z ist.

D.h. eine Strategie Str bildet Stellungen auf Stellungen ab, so daf (a, Str(a)) ein
erlaubter Zug ist. Es handelt sich um eine partielle Funktion, da nicht immer ein
Zug moglich ist. Daf} eine Strategie fiir eine Stellung keinen Zug definiert, erlau-
ben wir in obiger Definition auch dann, wenn einer moglich wire. Man kann das
so interpretieren, dafy die Spielerin, die diese Strategie verfolgt, in dieser Stellung
aufgibt.

IRiir die Endstellungen des Spiels, also solche, die anzeigen, daB eine der beiden Parteien
verloren hat, mufl man sich die Sache natiirlich so zurechtbasteln, dafl es pafit: Ziige in eine solche
Stellung sollen nur erlaubt sein, wenn man mit diesem Zug gewinnt, denn beim Geographiespiel
soll ja gewinnen, wer zuletzt zieht

15
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Definition 30 (gewinnt, Gewinnstrategie, Gewinnstellung, Verluststellung)
Sei ein Spiel S = (S, Z,s) und eine Stellung a € S gegeben.

e I gewinnt in a in k£ Halbziigen
& Es gibt eine Strategie Stry, so daf es fiir alle Strategien Strr; eine unge-
rade Zahl 0 < j < k gibt, fiir die Stry o (Strrr o Str,—)%(a) existiert, aber
nicht im Definitionsbereich von Stryy liegt.

In diesem Fall heifst:

— Str; Gewinnstrategie fiir I in a

— a Gewinnstellung von S.

e II gewinnt in a in k& Halbziigen
& Es gibt eine Strategie Strrr, so dafl es fiir alle Strategien Stry eine gerade
Zahl 0 < j < k gibt, fiir die (Strrpo Strp)%(a) existiert, aber nicht im Defini-
tionsbereich von Stry liegt.

In diesem Fall heifst:

— Stry; Gewinnstrategie fiir IT in a

— a Verluststellung von S.
o I gewinnt S :& s ist Gewinnstellung von S

o I gewinnt S :& s ist Verluststellung von S
Definition 31 (GAME) Die Menge der Spiele, die I gewinnt, heifit GAME.
Bemerkungen:

e “I(II) gewinnt a in k Halbziigen” ist oben so definiert, daf} in Partien, die mit
einer entsprechenden Gewinnstrategie gespielt werden, héchstens k& — 1 mal
gezogen wird. Der Zug, der nicht mehr moglich ist, wird also mitgezéhlt. Dies
hat rechnerische Vorteile.

e Eine Quelle moglicher Verwirrung soll hier praventiv genannt werden:
“I gewinnt a” bedeutet nach obiger Definition, daf3 diejenige gewinnt, die am
Zug ist. Einen Halbzug spiter ist aber die Andere am Zug. Deshalb wird bei
jedem Halbzug I in IT umbenannt und umgekehrt. Dieser Mifistand ist hier
nicht vermeidbar, da wir zulassen (und auch verwenden werden), daf} ein und
die selbe Stellung beiden Spielerinnen zugénglich ist.
Der langen Rede kurzer Sinn: Diejenige die dran ist heif3t I, nicht diejeige die
am Anfang des Spiels dran war.
Wenn wir die Strategie einer Spielerin {iber mehrere Ziige hinweg verfolgen,
werden wir andere Wege finden, diese zu benennen.

4.2 Remisfreie Spiele

Unser Programm ist es (siehe Einleitung) zu zeigen, dal GAME vollstindig fiir
IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion ist, um daraus Normalformen fiir IFP zu
gewinnen, die IFP=LFP beweisen. Hierbei ergibt sich eine Komplikation: Will man
durch Induktion fiir jede IFP-Formel eine quantorenfreie Reduktion auf GAME
angeben, bekommt man Schwierigkeiten mit der Negation. Denn die Negation von “I
gewinnt S” ist nicht “IT gewinnt S”. Denn nicht in jeder Stellung gibt es fiir eine der
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beiden Parteien eine Gewinnstrategie. Anders ausgedriickt: Remis ist moglich. Die
Schwierigkeit besteht also darin, zweiwertige Formeln (wahr/falsch) auf dreiwertige
Spiele (gewinnt/remis/verliert) abzubilden. Der listige Ausweg besteht darin, sich
auf Spiele zu beschrénken, bei denen Remis nicht moglich ist.

Definition 32 (Remisstellung, entschieden, remisfrei)

Fiir ein Spiel S = (S, Z, s) heifit a € S Remisstellung, wenn a weder Gewinn- noch
Verluststellung ist.

S heifst entschieden, wenn s keine Remisstellung ist.

S heifst remisfrei, wenn kein a € S Remisstellung ist.

An dieser Stelle ist es wichtig, kurz {iber den Unterschied zwischen den Eigenschaf-
ten “entschieden” und “remisfrei” zu meditieren. Nicht alle entschiedenen Spiele
sind remisfrei.

Definition 33 (RF) RF ist die Menge der remisfreien Spiele.

4.3 Der Hauptsatz

Unsere zentrale Behauptung ist es, dafl man tatséchlich mit remisfreien Spielen
auskommt. Genauer gesagt, dafl GAME hart fiir IFP ist, und zwar vermittels solcher
quantorenfreier Reduktionen, die auf remisfreie Spiele abbilden.

Definition 34 FEine Ubersetzung I von oy heift remisfrei (entschieden), wenn fiir
alle A das Spiel A= remisfrei ist.

Hauptsatz 35 Fir jede IFP-Formel ¢ gibt es eine remisfreie quantorenfreie Uber-
setzung I von oy, die eine Reduktion von Mod(y)) auf GAME ist.
Zusatz: Man kann II mit T, = d wdihlen.

Es folgt sofort:
Korollar 36 GAME ist hart fiir IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion. O

Korollar 37 RF N GAME ist hart fiir IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion.
O

Korollar 37 ist um eine Spitzfindigkeit schwicher als der Hauptsatz: Der Hauptsatz
liefert fiir jede IFP-Formel ¢ eine quantorenfreie Ubersetzung IT mit

A~ ist remisfrei A (I gewinnt A~ & A = ¢),
Korollar 37 liefert higegen II mit

(A~ ist remisfrei A T gewinnt A=) & A = 4.

Wir werden zwei Beweise fiir den Haupsatz angeben. Der erste, “vorliufige” (im
Kapitel Zwischenspiel) verwendet, dal GAME hart fiir IFP ist. D.h. er redu-
ziert, Spiele auf remisfreie Spiele. Er ist also nicht tauglich fiir unser Programm,
einen neuen Beweis fiir IFP=LFP zu liefern. Wir fiihren ihn trotzdem aus, weil
er anschaulich ist und Konzepte klar macht, die im zweiten “endgiiltigen” Beweis
benutzt werden.

Im iibrigen ist der Hauptsatz stirker formuliert als notwendig ist, um daraus IFP=LFP
zu erhalten. Hierfiir wire es ausreichend, entschiedene Spiele zu betrachten, wodurch
sich der Beweis (geringfiigig) vereinfachen wiirde. Daf3 es dennoch interessant ist,
die Spiele remisfrei zu halten, zeigt die Anwendung in Kapitel 9.
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Kapitel 5

Diagramme

5.1 Definition

Fiir den Beweis des Hauptsatzes werden wir zu jeder IFP-Formel eine quantoren-
freie Ubersetzung von o, angeben miissen. Da dies zu recht langen und unleserlichen
quantorenfreien Formeln fiihrt, werden wir so vorgehen: Wir wandeln IFP-Formeln
zunichst in (noch zu definierende) Diagramme um und geben eine Vorschrift an,
wie man aus einem solchen Diagramm eine quantorenfreie Ubersetzung von o, ge-
winnt. Stellvertretend fiir die zugehorige Ubersetzung von o, wird ein Diagramm
zu jeder Struktur ein Spiel definieren, das iiber die Giiltigkeit der einer [FP-Formel
entscheidet.

Diagramme haben den Vorteil, daf sie leichter zu lesen und beweistechnisch leichter
handhabbar sind als quantorenfreie Ubersetzungen.

Definition 38 (Diagramm) FEin o-Diagramm D besteht aus einer endlichen Men-
ge von Feldern und einer Menge von beschrifteten oder unbeschrifteten Pfeilen zwi-
schen diesen Feldern. Eines der Felder ist mit “Start” beschriftet und heifit das
Startfeld von D. Die Beschriftung jedes beschrifteten Pfeils hat eine der folgenden
Formen:

o “0?” fiir ein Tupel v von Variablen

e “v:=1t" fiir gleichlange Tupel v von Variablen und t von Termen.

o “YI” fiir ein v € QF[o].
Wenn die Signatur eines Diagramms nicht explizit genannt wird, meinen wir ein
T-Diagramm.

Beispiel 39
D(v,w) :=

Start gy = v ~
U/

ist ein { E}-Diagramm.
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Definition 40 (Figur von D) Sei D ein Diagramm. Dann heifien die Variablen,
die in einer Beschriftung “z?” oder “¢ :=t” im Tupel T auftauchen, Figuren von
D.

Zu Beispiel 39: Die Figuren von D(v,w) sind z und y.

Definition 41 (./ID) FEin o-Diagramm D definiert zu jeder o-Interpretation
A= (A, a) ein Spiel AP:

e Die Stellungen dieses Spiels sind die Paare (), 3), wobei (f) ein Feld von D ist
und B eine A-Belegung, die alle Variablen aufer den Figuren von D so belegt
wie a (D.h wenn & die Figuren von D sind, so ist 3 = a[Z] fir irgendwelche
FElemente a von A).

e Die Startstellung ist (Start,o).

o ((B.B), (D B") ist ein erlaubter Zug,
wenn es in D einen Pfeil von () nach () gibt so daff eine der folgenden

Aussagen zutrifft:

Der Pfeil ist unbeschriftet und 3' = 3.

— Der Pfeil ist mit “62” beschriftet und ' = B[2] fiir irgendwelche @ € A.
— Der Pfeil ist mit “v :=t” beschriftet und 3' = ﬁ[%]

Der Pfeil ist mit “4p!” beschriftet, 5’ = 3 und (A, B) = ¢

Man stellt sich das Spiel AP am besten so vor:

Gespielt wird auf einem Spielbrett, das aus zwei Teilen besteht, A und D. Die
Figuren von D sind Spielfiguren, die sich auf A4 bewegen, d.h. die Elemente von A
sind die mdglichen Positionen dieser Spielfiguren. Ein zusétzlicher Spielstein bewegt
sich nur auf den Feldern von D. Er wird von den beiden Spielerinnen abwechselnd
entlang eines Pfeils gezogen. Die Beschriftung des Pfeils gibt an, wie wihrenddessen
die Figuren auf A von der jeweiligen Spielerin bewegt werden diirfen. Lies “07” als
“Stelle die Figuren v in beliebige Positionen” und “v := £” als “Stelle die Figuren v
in die Positionen #”. Entlang eines mit “¢)!” beschrifteten Pfeiles darf nur gezogen
werden, wenn ¢ fiir die aktuelle Position der Figuren erfiillt ist.

Wer nicht mehr ziehen kann, hat verloren.

Beispiel 42 Fiir das Diagramm D (v, w) aus Beispiel 39 und fiir alle { F'}-Interpretationen
G =(G,) gilt:'

I gewinnt GP("") & es gibt einen Weg von ~(v) nach (w)
Anders ausgedriickt: T gewinnt GP("%) & G k= (v, w), mit
Y(,w) :=[FPx, x=w V Jy(Ezy A Xy)v
An diesem Beispiel kann man die Rolle der verschiedenen Variablen in Diagrammen
studieren.
Die Belegung von v und w &ndert sich wihrend des Spiels nicht. Wer das Spiel ge-

winnt, hingt davon ab, wie v und w durch die vorgegebene Belegung v interpretiert
werden. Dies entspricht der Tatsache, dafl v und w frei in ¥ (v, w) sind.

1Das Beispiel funktioniert natiirlich nur, wenn z, y, v und w tatsichlich verschiedene Variablen
bezeichnen. Wir nehmen ab jetzt stets an, daf§ je zwei verschiedene Variablennamen, die zusammen
explizit in einem Diagramm auftauchen, dort auch verschiedene Variablen bezeichnen (damit das
nicht falsch verstanden wird: zwei verschiedene Variablen kénnen natiirlich gleich belegt werden.).
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Die Figuren z und y von D(v,w) entsprechen gebundenen Variablen von (v, w).
Thre Belegung #ndert sich im Laufe des Spiels. Wer das Spiel gewinnt, hingt nicht
von y(x) und v(y) ab. Wir werden Diagramme in der Regel so angeben, daf der
Ausgang des Spiels nicht davon abhiingt, wie die Figuren zu Beginn des Spiels belegt
sind. Diagramme, die das beachten, nennen wir “brav”:

Definition 43 (brav) Ein Diagramm D heifit brav, wenn fir alle A, jede Figur
x von D und alle a € A gilt:

I (II) gewinnt AP < I (II) gewinnt A[E]D
a

Daf} ein Diagramm brav ist, erreichen wir dadurch, dafl wir jeder Figur z durch eine
Beschriftung “z := ¢” einen sinnvollen Anfangswert zuweisen, bevor sie anderweitig
benutzt wird.

Definition 44 Ein Diagramm D heifit remisfrei (entschieden), wenn fiir alle In-
terpretationen A das Spiel AP remisfrei (entschieden) ist.

5.2 Diagramme und quantorenfreie Ubersetzun-
gen
Satz 45 Fiir jedes brave Diagramm D gibt es eine quantorenfreie Ubersetzung II

von os mit R ~
I (1) gewinnt A~ & I (1) gewinnt AP

und Ts = d. Wenn D remisfrei ist, ist auch I remisfrei.
Beweis: Wir verzichten auf einen formalen Beweis und zeigen an unserem Beispiel

D(v,w), wie man ein Diagramm in eine quantorenfreie Ubersetzung umsetzt:
Numeriere zunéchst die Felder des Diagramms, das Startfeld erhilt die Nummer 0.

D(v,w)

Start gq =
Y 1= Vv
© @

Setze nun
rz(uzy,wa'y’) = (U= AU=1"Az' ZvAy =0 )
Vo (=1 =2 AT Za Ay =y )
Vo (U= A =3 A2 = )
\% (“13: 3”/\“13’:4”/\x’ix/\y’iy/\—-Exy )
V(U= AN =2 Az =y Ay =y )
v (“5:2”A“ﬁ’zS”Aaz'iaz/\y'iy/\miw )
Hierbei sei
T { No<j<s U0 = u; falls k=0
/\0<j<ku0£uj)/\u07'éuk falls 0 < k < 6
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Jedes Disjunktionsglied der Formel 77 (1 zy, t'z'y') entspricht einem Pfeil im Dia-

gramm und gibt an, welche Bewegungen des Spielsteins und der Figuren durch den
Pfeil erlaubt werden.

Die erlaubten Ziige in QN*H entsprechen also erlaubten Ziigen in GD“w und um-
gekehrt. Man beachte, dafl in jeder Interpretation fiir genau ein 0 < k < 6 die
Formel “u= k” erfiillt ist. Deshalb korrespondiert jede Stellung von G zu einer
von GP("®)  Setzt man auBerdem 7, := dddddddd, beginnt das Spiel tatsichlich bei
Start (denn in jeder Interpretation gilt t= dddddd — “u=0").

Da das Diagramm brav ist, kommt es auf die Startposition von x und y nicht an,
wir konnen also ebenfalls jeweils d wihlen.

Dieses Verfahren 148t sich ohne weiteres auf jedes brave Diagramm {ibertragen. O

5.3 Subdiagramme

Bei der Wiedergabe von Diagrammen werden wir bereits definierte Diagramme
als Subdigramme verwenden. Pfeile, die in ein solches Subdiagramm fithren, sollen
dabei immer an dessen Startfeld enden.

Beispiel 46 Fiir das Diagramm
D.spi=

Start ~ ow?
\_/ - D(v,w)

und alle Graphen G gilt:
I gewinnt QZDsh < @ ist zusammenhiingend.

Auflerdem wollen wir auch Pfeile wieder aus einem Subdiagramm herausfiihren.
Dazu werden wir in diesem ein Exitfeld ausweisen, an dem alle Pfeile starten, die
aus dem Subdiagramm herausfiihren.



Kapitel 6
Zwischenspiel

In diesem Kapitel skizzieren wir einen Beweis fiir folgenden Satz:

Satz 47 FEs gibt eine remisfreie quantorenfreie Reduktion von GAME"' auf GAME.

Aus Satz 47 kann man den Hauptsatz (ohne den Zusatz) folgern, wenn man vor-
aussetzt, daf} folgende Behauptung schon bewiesen ist:

(&) GAME ist hart fiir IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion.

Beweis des Hauptsatzes auf Basis von ({) und Satz 47: Sei ¢ eine IFP-
Formel. ({) liefert eine quantorenfreie Reduktion von Mod(¢y)) auf GAME, Satz
47 eine remisfreie quantorenfreie Reduktion IT" von GAME auf GAME. Dann ist
IT o IT" eine remisfreie quantorenfreie Reduktion von Mod(¢)) auf GAME. O

Im n#chsten Kapitel werden wir den Hauptsatz direkt beweisen, woraus () sofort
folgt (in der Tat haben wir ({) schon Korollar 36 genannt). Man erhilt ({) aber
auch aus Normalformsitzen fiir IFP (z.B. in [Dah87] oder auch Bemerkung 57).

Beweis (-Skizze) fiir Satz 47 Nach Satz 45 geniigt es, ein remisfreies braves
os-Diagramm D,.; anzugeben mit?

I gewinnt S < I gewinnt SPrs

Die Felder aller Diagramme in diesem Kapitel sind schwarz-weify gefirbt. Wir stel-
len uns hierzu vor, da8 das Spiel SP~f von zwei Spielerinnen namens “Weifl” und
“Schwarz” gespielt wird. Auf Grund der alternierenden Farbung ist Weify immer auf
den weiflen Feldern am Zug, Schwarz auf den schwarzen. Weifl beginnt. Wir basteln
D, also so, dafl Weif3 das Spiel SPrs gewinnt, wenn I das Spiel S gewinnt.

Um das Spiel remisfrei zu machen, miissen wir es auf irgend eine Weise in der
Lange beschrianken. Auf geordneten Strukturen ist dies einfach. Man kann eine Fi-
gur als Zahler verwenden, der bei jedem Halbzug dekrementiert wird. Ist der Z&hler

IWir hatten Reduktionen so definiert, da§ von einer Klasse von Interpretationen auf eine Klasse
von Strukturen reduziert wird. Korrekter miiiten wir also definieren:

GAME = {(S8,B) | S € GAME, B o5-Belegung}

und Satz 47 so formulieren: o
Es gibt eine remisfreie quantorenfreie Reduktion von GAME auf GAME.

2Im Sinne der vorigen Fuinote miiffiten wir hier eigentlich “I gewinnt S < 1 gewinnt SPrs”
schreiben. Wir miissen darauf achten, daf§ der Ausgang des Spiels SPrf nicht von der zur Inter-
pretation S gehorigen Belegung abhéingt. Dies ist gewihrleistet, wenn alle Variablen, die in D,
auftauchen, Figuren sind und D, brav ist.
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abgelaufen bevor jemand gewonnen hat, so gewinnt Schwarz.® Auf ungeordneten
Strukturen fehlt uns die Moglichkeit zu zéihlen. Wir brauchen also eine andere Art
der Zeitmessung. Hierzu verwenden wir ein parallel gespieltes Spiel grofitmoglicher
endlicher Linge (auf der selben Struktur S). Um zwei parallel gespielte Spiele in-
nerhalb von SPrs simulieren zu kénnen, definieren wir zwei Bausteine:

1 Runde(x) | := 1 Runde(y) | :=
Start Start
w?

. - Zxw! C .

z? w?

y?

. . —Zwy! C

Exit Exit

Man mache sich klar, daf} diese beiden Diagramme jeweils eine Runde (d.h. zwei
Halbziige) im urspriinglichen Spiel S simulieren, wobei x (bzw. y) auf dem Startfeld
mit der Stellung vor dieser Runde belegt ist, auf dem Exitfeld mit der Stellung nach
dieser Runde. w ist eine Hilfsvariable und taucht auflerhalb dieser Subdiagramme
nicht auf.

Man bemerke, dafl in Weif} zuerst zieht, in M hingegen
Schwarz (im simulierten Spiel, nicht im Diagramm!).

Zu Zwecken des Vergleichs der beiden Spiele brauchen wir noch folgende Definition:

Fiir eine Stellung a € S sei

la) = min{k | I gewinnt S in a in 2k Halbziigen}, falls a Gewinnstellung
A WSS sonst

[(a) nennen wir die “Linge” von a. Die Linge einer Stellung ist also die Anzahl der
Runden, die bei optimaler Strategie schlimmstenfalls nétig ist, um das Spiel von
dieser Stellung aus zu gewinnen.

Man iiberlege sich, daf3 Weif} in M gewinnt, wenn zuvor [(z) = 1 war.

Schwarz gewinnt in M, wenn zuvor [(y) = 1 war.

Wir betrachten nun zun#chst ein entschiedenes Diagramm D.,; mit der Eigenschaft
(¥) I gewinnt S < T gewinnt SPent

um dieses dann nachtriglich zu einem remisfreien Diagramm auszubauen.

3Fiir geordnete Strukturen zeigt man auf diese Weise leicht, da schon die azyklichen Spiele
vollstandig fiir IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion sind.
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D.pi =

zi=s
o O -@ O
y?

e x?

U

TY =y

D)

@de(x)

1 Runde(y)

Um das Spiel SP=»t zu verstehen, bilden wir dieses Diagramm in einer kommentier-
ten Version auf der néichsten Seite nochmal ab.
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D.,;, kommentiert

schwarz:

“Die

Lénge von x =,
s ist unendlich, !
weil es in S kei-
ne Gewinnstel-

| weify: “y ist |
I nicht kiirzer 1°°°

F_- == - —

“Es gibt Ge-
winnstel-

lungen in S,
x ist eine der

weil3: “y ist zwar kiirzer als =
und hat endliche Linge, aber :
nicht maximale. Ich zeige dir ei-
ne neue Stellung z, die um genau |
1 langer ist als y.” :

langer als y. Du :
bekommst  eine
Runde Vorsprung |
und verlierst den '
Vergleich”

e —— —— === = = | lung gibt.”
I weif3: “Die Linge von x = s ist1__ L - — ==
L finéli_Ch_-” ____________ ! r:=s
e - @ z?
| schwarz: “y ist eine Stellung mit | \-/
| maximaler endlicher Lénge und!...| ,
:_ trotzdem kiirzer als z” : ye
________________ o z?
/

schwarz: “x ist

um mehr als 1!
[ [

D)

“x ist nicht léinger:

als y. Wir tauschen
die Stellungen, ich!
bekomme eine Run- :
de Vorsprung und

gewinne den Ver-|

1 Runde(y)

Vergleich

Diese Schleife ist ein Vergleich:
der Langen von z und y. Weif} |
gewinnt, wenn [(z) < oo und!
I(z) < (y) war (vor Eintritt in:
die Schleife). Schwarz gewinnt, |
wenn [(y) < co und I(y) < I(z)!

Die Texte im Diagramm sind als Dialoge zu lesen. Sie geben das wieder, was die
jeweilige Spielerin durch die Benutzung des zugehorigen Pfeiles implizit behauptet.
Zu Beginn des Spiels steht Aussage gegen Aussage: Weify behauptet “I gewinnt S”,
Schwarz behauptet, dafl das nicht der Fall ist.

Man priife nach, daf3

e jede Behauptung die zuvor von der Gegnerin aufgestellte Behauptung wider-

legt,

e im Fall, dafl eine Behauptung falsch ist, sie in einer der angegebenen Weisen
widerlegt werden kann,

e jede der beiden Spielerinnen in der Vergleichsschleife (unten) gewinnen kann,

wenn sie mit allen Behauptungen recht hatte.
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Auf diese Weise sollte es klar werden, dafl D.,; () erfiillt und entschieden ist.
Nun ist aber Dey; nicht remisfrei, denn dazu diirfte keine Stellung (), 3) von SPent
eine Remisstellung sein. Sei nun (f) z.B. das erste Feld der Vergleichsschleife, und 3
belege = und y mit Remisstellungen (von S). Dann ist offensichtlich (), 3) Remis-
stellung von SPent,

Wir miissen Schwarz also in jeder Runde von neuem die Gelegenheit geben, z als
Remisstellung zu entlarven. Dies leistet das folgende Diagramm D, ¢:

D,;

r =S
) a? 1 Runde(x
e O O
y?
e x?
/

TY =y

D)

1 Runde(x)

1 Run@l

B

2|

Schwarz kann im Spiel SP# nach jedem beliebigen Durchlauf der Vergleichs-Schleife
das zuvor dargestellte Verfahren bemiihen, um zu gewinnen, wenn z keine Gewinn-
stellung in S ist. Wenn hingegen = eine Gewinnstellung in S ist, kann Schwarz
das Spiel nicht dadurch verzégern, dafl sie dieses Verfahren von vorne aufrollt:
Wiéhlt sie I(y) > I(z), so kann dies von Weif} ignoriert werden (linker Pfeil). Wihlt
sie I(y) < I(x), so mufl Weifl zwar den rechten Pfeil nehmen, wéhlt aber z mit
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I(z) = I(y) + 1, also jedenfalls so, daf§ die Lange von z nicht grofier ist als vorher.

Weif} verliert also nichts, wenn z Gewinnstellung war.

Ich hoffe, diese Skizze hat es einigermafien klar gemacht, da8 D, tatséchlich das
gewiinschte leistet. Die Tatigkeit des induktiven Angebens von Gewinnstrategien,
wie sie fiir einen exakteren Beweis notwendig wire, wollen wir hier nicht iiben, da
wir ihrer schon im néchsten Kapitel in ermiidender Ausfiihrlichkeit huldigen werden.



Kapitel 7

Beweis des Hauptsatzes

Satz 48 Fir jede IFP-Formel ¢ gibt es ein braves, remisfreies Diagramm Dy, mit
I gewinnt AP» & A=)

Aus diesem Satz folgt mit Satz 45 der Hauptsatz (inclusive Zusatz). Der Rest des
Kapitels besteht aus dem Beweis von Satz 48.

Wir definieren Dy, induktiv iiber den Aufbau von :

(a)falls ¢ Atom (b) falls p = -
Dw = Dw =
Start P! Start Dw
(c) falls v = (¢ A x) (d) falls ¢ = Jzp
D1/1 = de =
D,
Start Start o
xr O ka
Dy

29
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(e) falls ¢p = IFPxz (X, )]t

Dd) =

|

I

w
®

=z z?
L@l =na
N2
Start == . T =
Tz =1t T=Y
)
*
Dq

e j und Z seien Tupel von Variablen, die in D, nicht vorkommen. Ihre Lénge sei
die selbe wie die von Z.

° Dg sei das Diagramm, das aus D, entsteht, wenn man fiir alle Terme 7 jeden
mit “X7!” beschrifteten Pfeil entfernt.

e D sei das Diagramm, das aus D, entsteht, wenn man
— ein neues Feld namens Exit (bzw. Exitfeld) hinzufiigt,

— fiir alle Terme 7 jeden mit “X7!” beschrifteten Pfeil durch einen Pfeil
ersetzt, der mit “z := 7’ beschriftet ist,

— von jedem Feld, das am Ende eines solchermafien abgeinderten Pfeiles
liegt, einen Pfeil zum Exitfeld hinzufiigt.

Siehe auch die Skizze auf der nichsten Seite.

Die Konstruktion von Dg und D7 mag hier etwas seltsam anmuten. Diese Subdia-

gramme werden in Ubung 2 auf Seite 33 niher erliutert. Hier sei soviel verraten,
daB D die Formel (0, Z) vertritt und D die Abbildung F,.

Aus der Konstruktion wird klar, daf in jedem der induktiv definierten Diagramme
Beschriftungen der Form “i!” nur mit atomarem ¢ vorkommen, und daf} solcher-
maflen beschriftete Pfeile immer an einem Feld enden, von dem aus es nicht mehr
weiter geht.

Folgende Skizze gibt also die Verhéltnisse in D7, korrekt wieder:
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Vorher (in D) Nachher (in D})

C X7! C

C Xro! C

C X7! C

Wir erinnern uns auBerdem, daf der Pfeil von D* nach © (im Diagramm auf der
vorigen Seite) am Exitfeld von D7 anfingt (siehe Abschnitt 5.3).

Soweit die Definition der Diagramme.

In den Féllen (a) bis (d) sieht man sofort, dal Dy, die geforderten Eigenschaften
erfiillt, wenn sie fiir D, (und D, ) gelten.

Bleibt also Fall (e). Fiir den Rest des Kapitels sei ¢ = [I[FPx ; (X, Z)]f und Dy,
das zugehorige Diagramm. D, ist offensichtlich brav, wenn D, brav ist. Wir miissen
noch zeigen, daf§ das Diagramm D, remisfrei ist und daf} gilt:

I gewinnt AP» & A =
Als Induktionsvoraussetzung haben wir, da§ D, remisfrei ist und daf} gilt:
I gewinnt AP» & A | o(X, T)

Ebenfalls fiir den Rest des Kapitels sei A fest gewéhlt.
(9 und () seien die Startfelder von DY bzw. D, €) das Exitfeld von D}.

Um das Spiel AP% zu erkliren definieren wir X} := FE(0) (die X} sind also die
Tterationsstufen von X in ). AuBedem sei
|C_l| o k , wenn a € Xk\Xk—l
T o ,wenna¢ X

Wir schreiben auch 8 [ |Z| = k statt |3(%)| =k, 8 | |Z| < |g] statt |8(Z)| < |8()]
usw. Wenn wir uns auf eine bestimmte Stellung (), 3) beziehen, schreiben wir auch
einfach, dafl die Gleichung/Ungleichung gilt, und meinen damit, daf} 3 diese erfiillt.
Wir verwenden die iiblichen Konventionen fiir oo, insbesondere gilt k£ < oo fiir alle
ke IN.

Ab hier wird der Beweis sehr formal, linglich und wenig aufschlufireich. Deshalb
schieben wir zuniichst ein paar Ubungen ein, anhand derer die Leserin das Dia-
gramm D, verstehen kann. Der Vorteil dieses Vorgehens ist, daf} ich Erkldrungen
in einer Reihenfolge angeben kann, die zwar beweistechnisch ungiinstig ist, aber von
hoherem Erklirungswert. Wer nicht mit Ubungen behelligt werden will, kann auf
Seite 35 weiterlesen.
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Ubungen

In diesen Ubungen erlauben wir uns, aufler quantorenfreie Formeln auch andere
Bedingungen an 3 an die Pfeile zu schreiben. “|Z| = 1!” heifit hier z.B: dieser Pfeil
darf nur gezogen werden, wenn |Z| = 1.

Ubung 1: Zeigen Sie fiir das folgende Diagramm Dy, daB es remisfrei ist und daB
fiir alle 3 gilt:

(i) Igewinntin (@.8) & B |z <lylAlz] < oo
(ii) Tgewinntin (B,4) < B (gl <[zl Alyl <oo) V (jz] > |z]+1 V |z] = o0)
(iii) I gewinnt in (©,8) & BE |Z|>|2| V| Z| =0

D1 =

2 = 1!
y=2z
®
zZ?
Start == o =
TZ =1t rT=Y
O ®
17| > |z] +
Vo |zl =zl =

Hinweis: Man iiberlege sich dies zunichst fiir Stellungen, in denen Z, § und Z end-
lich sind, und zwar mit folgender Idee: In jeder Runde (A—XB—X0—4 tauschen
die Spielerinnen die Rollen. Immer abwechselnd darf im Zug (@—@®) ein Tupel
z gew#hlt werden. Dieses darf dem Betrag nach um hochstens 1 kleiner sein, als
das von der selben Spielerin 2 Runden zuvor gewiihlte (welches inzwischen Z heifit),
sonst bestraft das die Gegnerin mit einem Zug nach (2). Wer zuerst beim Betrag
1 angekommen ist kann das nichste mal nach (D ziehen und gewinnen. Auf diese
Weise werden die Betrédge zweier Tupel verglichen.

Bemerkung: Aus (iii) kann schliefien, daf gilt:

I gewinnt A" & te X, (& A=)
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Ubung 2: Zeigen Sie dasselbe fiir Dy:

D2 =
D
)
y:=z
@
z?
S&?\jt Tz =1t =y @
Dg
Hinweise:

e Da in Dg genau die Kanten geloscht sind, die in D, mit “X7!” beschriftet
waren, gilt:

I gewinnt (A, ﬂ)DE’ < I gewinnt (A, ﬂ[%])
( [X ) E¢ (das hatten wir fiir D, vorausgesetzt)

Der Zug nach (D ist also genau dann vorteilhaft, wenn |Z| = 1.

t e

e Wer auf dem Exitfeld von D, am Zug ist, gewinnt, wenn |Z| endlich ist, genau
dann, wenn |z| < |2 (also wenn Z € X|z)), weil es noch zwei Ziige bis (4 sind.
Wenn man sich die Definition von D7, ansieht, sieht man, daf§ deshalb

I gewinnt (5),8) < 1 gewinnt (A, ,B[Xxil])D‘f’
& (ABEDEY
< |7 <|Z|+1
Wenn |2| endlich ist, ist der Zug nach (&) also genau dann vorteilhaft, wenn

|Z| < |z] + 1. Wenn |Z| = oo ist, argumentiere entsprechend fiir X

e Man mache sich klar, daf} es sich bei der Argumentation im vorigen Punkt
nicht um einen ZirkelschluB handelt, weil die Voraussetzung fiir (@) nur fiir
den néchstkleineren Betrag von Z benétigt wird.



34

Ubung 3: Zeigen Sie dasselbe fiir Dy, auf Seite 30 (oder auf dem Extrablatt).

Hinweis: Wer auf (© mit |#| = oo am Zug ist, zieht nach (), wenn X, = 0,
andernfalls nach (&) und wihlt z so da88 |2| endlich, aber maximal ist. Aus (i) und
(ii) folgt, das keine mogliche Gegenstrategie eine Chance hat (verwende |Z| = oo!).
Ist umgekehrt |Z| < oo, so bringt der Zug nach (B) keine Vorteile. Falls dabei Z mit
|z| < |z| gew#hlt wird, kann die Gegnerin nach (@ ziehen und z mit |z| = |z] + 1
withlen, andernfalls kann sie nach (G) ziehen.

Bemerkung: Wie schon in Ubung 1 bemerkt erhiilt man aus (iii):
APy & A=,

also das, was zum Beweis des Hauptsatzes noch fehlt.
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Wer die Ubungen erfolgreich absolviert, hat, darf auf Seite 39 weiterlesen. Wer nicht,
muf} mit mir durch einen kleinen Morast von Hilfsséitzen waten.

Wir erinnern uns kurz an die Situation vor Einschub der Ubungen:
Wir haben ¢ = [IFPx z ¢(X,Z)]t und Dy, das zugehorige Diagramm (auf Seite 30
oder auf dem Extrablatt). Wir miissen zeigen, dafl das Diagramm Dy, remisfrei ist
und daf} gilt: . .

I gewinnt APv & A=)
Als Induktionsvoraussetzung haben wir die entsprechenden Eigenschaften fiir D.,.
1. o . . 0 * .
A 1stD fiest gewihlt. 9 und () sind die Startfelder von DY bzw. D7, @) das Exitfeld
von D,

Stellungen seien ab jetzt, wenn nichts anderes gesagt wird, Stellungen von APY,
Belegungen A-Belegungen.

Hilfssatz 1 Fir alle(f) € Dg und alle B gilt:
I (IT) gewinnt in (), B) (im Spiel APv) .
& I (II) gewinnt in (@,ﬁ[%]) im Spiel AP¢

Beweis: Da X in Dy nicht vorkommt, spielt die Belegung von X im Spiel ADs
keine Rolle. O.B.d.A ist also 8 = ﬂ[%] DY, unterscheidet sich von D, nur durch
die weggelassenen Pfeile, die in D, mit X7! beschriftet sind. Diese diirfen aber mit
B(X) = 0 sowieso nicht gezogen werden. O

Hilfssatz 2 I gewinnt in (50, 3), wenn B |= |z| = 1, II sonst.

Beweis: |Z|=1 bedeutet nach Definition dasselbe wie (A, 8) = ¢(0, %),
bzw. (A, ﬂ[%]) ¢. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt dies genau dann, wenn

=
I gewinnt (A, 8[5])P¢, Nach Hilfssatz 1 ist dies genau dann der Fall, wenn (&9, 8)

Gewinnstellung von APv. Daf andernfalls II gewinnt, folgt aus der Remisfreiheit
von D,. a

Rezept 49 (Schokoladenmakronen I [Haa94])

8 grofe Eiklar Man stellt mit ungeschélt geriebenen Mandeln und ge-
500g Puderzucker riebener Schokolade eine Makronenmasse her. Mit zwei
500g Mandeln Kaffeeloffeln formt man Makronen.

100-200g Schmelz-

Schokolade

1 Vanillezucker

Rezept 50 (Schokoladenmakronen IT [Haa94])

8 Eiklar Bei dieser Makronenmasse geht man von ungeschlage-
500g Sandzucker nem Eiklar aus. Die Mandeln werden nicht geschélt.
1 Zitronensaft Man formt kleine Kugeln.

500g Mandeln

300g Schokolade
Hinweis: Man erhilt 80-90 Stiick

[Haa94] gibt fiir Makronen 30-45 Minuten Backzeit bei 140 — 160°C an, zuziiglich
5-10 Minuten Nachhitze.
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Hilfssatz 3 Fiir alle k € IN gilt:

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

I gewinnt in (@, 3), wenn B = |7 <k A |Z| <7
II gewinnt in  (©), ), wenn B = |Z| <k A |Z| <7
I gewinnt in (@), 3), wenn B = || <k A |2] < |2
I gewinnt in. (B, B), wenn B = |l <k A =(|z] < 2] +1 < [7])
II gewinnt in (@A, B), wenn B = |g| <k A |Z| > |7]
I gewinnt in  (©), ), wenn B = |z2| <k A |z| > |Z]
(vii) IT gewinnt in (@), 3), wenn B = 2| <k A |Z| > ||
(viii)  Fiir alle'@®) € D;, gilt: I (II) gewinnt in (@, B) (im Spiel AP¥),
1)

(ix)
(%)
(xi)

wenn |Z| < k und I (1) gewinnt in (), B[~ X ) im Spiel AP+
I gewinnt in (&), 3), wenn B | |2 |§k/\| | <l|z]+1
IT gewinnt in (&), 3), wenn B = 12| <k A |Z| > 2| +1
II gewinnt in  (B),3), wenn B |z2| <k A 7| <|z2| +1 < |g]

Der Ubersichtlichkeit halber ist fiir einige Felder von Dy, in der Abbildung auf dem
Extrablatt je eine Ungleichung angegeben. Der Hilfssatz sagt dann (bis auf End-
lichkeitsbedingungen): I gewinnt auf einem Feld, wenn die zugehorige Ungleichung
erfiillt ist, IT gewinnt, wenn sie nicht erfiillt ist.

Beweis: Wir zeigen alle Behauptungen simultan durch Induktion iiber k. Fiir

k=0

ist nichts zu zeigen, da Xy = ). Wir nehmen nun an, daf} die Behauptungen

fiir K — 1 schon bewiesen sind und zeigen sie der Reihe nach fiir k. Hierzu geben wir
jeweils die behauptete Gewinnstrategie in Form einer Anleitung wieder.

(i)

(ii)

(iii)
(iv)

Falls |Z| = 1 ist, ziehe nach @. Du bist auf (59 wieder am Zug und gewinnst
gemiB Hilfssatz 2. Falls |Z| > 1 ist, ziehe nach (B), wihle Z mit |z| = |Z| — 1
und gewinne gemif (xi) fiir k — 1.

Fall 1 Die Gegnerin zieht nach @)
Gewinne gemif (i)

Fall 2 Die Gegnerin zieht nach (&)
Ziehe nach (D) und wihle # mit |Z| = 1. Das geht, denn wire X; = ) so
wire auch X, = () und |Z| < k unméglich. Du bist auf (9 wieder am
Zug und gewinnst gemif Hilfssatz 2.

Fall 3 Die Gegnerin zieht nach (&) und wihlt z mit |Z| < |Z|:
Ziehe nach @) (dann ist |Z| < |7]), du bist auf (@ wieder am Zug und
gewinnst gemis (i)

Fall 4 Die Gegnerin zieht nach (&) und wihlt z mit |z| > |2
Ziehe nach (@, wihle z mit |z| = |z| + 1. ( |2| kann nicht maximal sein,
denn sonst wére |Z| > |Z| nicht moglich gewesen). Dann ist auf (B die
Gegnerin am Zug, |Z| = |Z| + 1 = || und du gewinnst gemif (xi) fiir
k—1 (Jz2] € k— 1, denn nach Voraussetzung dieses Falles wurde im Zug
nach (B z mit |z| < |z| < k gewéhlt).

Folgt aus (ii).
Fall 1 |z|+ 1 > |g] (also |g| < |Z]|):
Ziehe nach (© und gewinne gemé8 (ii)

Fall 2 |z|+ 1 < |g| und |Z| > |2| + 1:
Da nach Voraussetzung |j| < k ist, ist |z| < k — 1. Ziehe nach (s) und
gewinne gemif (x) fiir k — 1.

I Fast: Alle aufer Exit und denen, die am Ende eines der abgeinderten Pfeile liegen
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(v) Da |Z| > |j| ist, ist |#| mindestens 2. Zieht die Gegnerin nach (D), so ist sie
auf (59 wieder am Zug und du gewinnst gem#f Hilfssatz 2. Zieht sie nach (B),
gewinne gemifB (iv) (|| < |z| + 1 < |y| geht nicht wegen |Z| > |7|!)

(vi) und (vii) Folgen aus (v)

(viii) Sei Str eine Gewinnstrategie fiir I (II) fiir (@,ﬁ[%]) im Spiel AP¢. Wir
geben eine Gewinnstrategie fiir I (IT) fiir (), 8) im Spiel AP¥ an:

Verfahre innerhalb von D} stets geméfl Str. Ziehst du dabei einen Pfeil, der
in D, mit “X7” beschriftet war, so gilt |F| < |Z|, sonst wire Str keine Ge-
winnstrategie gewesen. Da in D7, dieser Pfeil mit “Z := 7 beschriftet ist, gilt
nach diesem Zug |Z| < |z|. Du bist auf ) wieder am Zug und gewinnst gemf
(ii).

Zieht die Gegnerin einen abgednderten Pfeil, so gilt nach diesem Zug: |Z| > |Z|,
sonst wire Str ebenfalls keine Gewinnstrategie gewesen. Die Gegnerin ist dann
auf (&) wieder am Zug und du gewinnst gemaf (vii).

(ix) Wegen [Z| < 2] + 1 gilt 3(Z) € F,(X|z), also (A,ﬂ[%) = ¢ und damit
I gewinnt (A,/j[%])[’v. Mit (viii) fiir () = @9 folgt die Behauptung,.

(x) Analog zu (ix), die Remisfreiheit von D, ausnutzend

(xi) Falls die Gegnerin nach () zieht, gewinne gemif (ix). Falls sie nach () zieht,
ist dann |Z| + 1 < |Z], also |Z| > |Z| und du gewinnst gem&f (vi).

O

Hilfssatz 4 I gewinnt (©),3) wenn dort gilt: |T| = oo

Beweis: Wir geben eine Gewinnstrategie fiir I an:

Fall 1 X, =0:
Ziehe nach (B). Die Gegnerin ist auf (59 wieder am Zug. Unabhingig von der
Wahl von Z ist dort |Z| = 0o und du gewinnst gemif} Hilfssatz 2

Fall 2 X = X,0 # X 1:
Ziehe nach (B) und wihle z mit |z| = m (also maximal).

Fall 2.1 Die Gegnerin zieht nach (B und wihlt Z mit |Z| < oo:
Du bist auf (B) wieder am Zug. Dort ist dann |§| = |Z| < oo und deshalb
|Z| +1 > |g|, weil |Z| maximal war. Gewinne gemifl Hilfssatz 3(iv).

Fall 2.2 Die Gegnerin zieht nach (B und wihlt Z mit |Z| = oo:
Du bist auf wieder am Zug. Ziehe? nach () und gewinne gemif
Hilfssatz 3(x).

Fall 2.3 Die Gegnerin zieht nach @G
Danach gilt |j| = m und |Z| = oo, also |Z| > |y| Die Gegnerin ist auf @
wieder am Zug, und du gewinnst gemifl Hilfssatz 3(v)

a

2Hier ist deshalb ein weiterer Zug notwendig, weil Hilfssatz 3(iv) ungeschickt formuliert ist.
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Hilfssatz 5 Fiir alle® ()€ D}, und alle 8 mit ( |= |z| = oo gilt:
I (II) gewinnt (&), B) (in A[%]DW) = I (II) gewinnt (), 3) in APv

Beweis: Der Beweis verliuft analog zu dem von Hilfssatz 3(viii), was uns nicht
daran hindert, ihn nochmal hinzuschreiben.* Sei Str eine Gewinnstrategie fiir I (IT)
fiir (7, 8[=1]) im Spiel AP+

Wir geben eine Gewinnstrategie fiir I (II) fiir (), 3) im Spiel AP* an:

Verfahre innerhalb von D7, stets geméf Str. Ziehst du dabei einen der abgeéinderten
Pfeile, so gilt in der Stellung nach diesem Zug |Z| < oo, sonst wire Str keine Ge-
winnstrategie gewesen. Du bist auf (&) wieder am Zug und gewinnst gemifl Hilfssatz
3(iii). (Nach Voraussetzung war |Z| = 00).

Zieht die Gegnerin einen abgeénderten Pfeil, so gilt in der Stellung nach diesem Zug:
|Z| = oo, sonst wiire Str ebenfalls keine Gewinnstrategie gewesen. Die Gegnerin ist
dann auf ) wieder am Zug, zieht nach © und du gewinnst gemif Hilfsatz 4 O

Wir zeigen jetzt, dafl Dy remisfrei ist, indem wir die Ergebnisse der Hilfssétze zu-
sammentragen.

(©, B) ist Gewinnstellung, wenn |Z| > |z| (Hilfssatz 3(vi)) oder wenn |Z| = oo (Hilfs-
satz 4). Andernfalls ist (), 3) Verluststellung (Hilfssatz 3(ii)), also jedenfalls keine
Remisstellung.

Fiir @ in D ist (), 8) keine Remisstellung (wenn |Z| endlich nach Hilfssatz 3(viii)
und wenn |Z| unendlich nach Hilfssatz 5. Beachte zu beidem: D,, ist remisfreil)).
Fiir @ in DY ist (), 3) ebenfalls keine Remisstellung (Hilfssatz 1).

Da von einer beliebigen Stellung aus nach spétestens 4 Halbziigen eine der vorge-
nannten Stellungen erreicht ist, ist D, remisfrei.

Wer gewinnt nun das Spiel insgesamt (d.h. in der Startstellung)?

Nach dem ersten Halbzug ist die Stellung (©) «[%, £]), also |Z| = |z| = |¢|. Wenn
nun A(f) € X, also |Z| endlich, ist dies eine Verluststellung (Hilssatz 3(ii)) al-
so die Startstellung eine Gewinnstellung. Andernfalls verhilt sich dies umgekehrt

(Hilfssatz 4). Wir haben also:

I gewinnt AP¥ & a(t) € Xoo (& AE1))

[

3Wie vorher: Alle auer Exit und denen, die am Ende eines der abgeéinderten Pfeile liegen
4Redundanz ist gut. Redundanz ist gut. Redundanz ist gut.



Kapitel 8

Normalformen fiir IFP

8.1 Vollstindigkeit von GAME

Mit dem Hauptsatz haben wir gezeigt, dal GAME hart fiir IFP beziiglich quan-
torenfreier Reduktion ist (= Kor 36). Wir zeigen nun, dal GAME sogar in LFP
definierbar ist.

Satz 51 Fir alle o4-Strukturen S gilt:

S € GAME & S |= [LFPxya (u=xAJvy(Zzy ANv # y A Xoy))
Vo (uw#xAVy(Zry = Xyy)) |ss

Beweis: Sei S fest gewihlt und ¢ := (X, uzx) der 1.Stufe-Anteil der Formel im
Satz. Man zeigt leicht durch Induktion iiber &, dafl

o falls k gerade ist, gilt:
I gewinnt (S, Z, a) in k Halbziigen < aa € F}(0)

e falls b # a ist und k ungerade, gilt:
IT gewinnt (S, Z, a) in k Halbziigen < ba € F;f (0)

(Idee: In den ungeraden Iterationsstufen kommen nur Stellungen z hinzu, in denen
ich gewinne, wenn ich nicht dran bin. Diese werden mit u # z markiert. In den
geraden Iterationsstufen kommen nur Stellungen z hinzu, in denen ich gewinne,
wenn ich dran bin. Letztere werden mit u = x markiert.)

Es folgt ss € F°(0) < T gewinnt S O

GAME ist also definierbar in LFP. Insgesamt haben wir also:

Satz 52 GAME ist vollstindig fiir IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion. O

8.2 Skolemsche Normalform, IFP=LFP

Wir nutzen nun den in Kapitel 3 besprochenen Zusammenhang zwischen vollstindi-
gen Problemen und Normalformen:

Satz 53 (Skolemsche Normalform fiir IFP [Dah87])
Jede IFP-Formel ist dquivalent zu einer Formel der Gestalt
[LFPxz ]t mit einer As-definierbaren 1.Stufe-Formel .

39
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Beweis: Sei x die Formel aus Satz 51. Diese definiert ein vollstédndiges Problem
fiir IFP beziiglich quantorenfreier Reduktion. Nach Satz 26 ist dann

{x™ | I ist quantorenfreie Ubersetzung von o} eine Normalform fiir IFP. Der 1.Stufe-
Anteil von y und damit auch der von Y ist Aj-definierbar.! Also haben alle y!
die geforderte Gestalt a

Bemerkung: Die Ubersetzung IT im obigen Beweis wird letztlich durch den Haupt-
satz geliefert. Verwendet man den Zusatz, so kann man in der Normalform I = d
erreichen (zur Variable d siehe auch Abschnitt 1.6). Obwohl d dann frei in der For-
mel [LFPx; <p]cz vorkommt, héngt diese nicht von der Belegung von d ab. Wer
aus weltanschaulichen oder definitionstechnischen Griinden keine unquantifizierten
Variablen duldet, kann d auch mit V, 3 oder einem anderen Quantor eigener Wahl
abquantifizieren.

Das hier gesagte gilt auch fiir alle weiteren Normalformen in diesem Aufsatz.

Aus Satz 53 folgt unmittelbar:

Satz 54 ([GS86]) IFP=LFP O

8.3 Beschriankte Skolemsche Normalform
Nach dem selben Schema erhalten wir noch weitere Normalformen fiir IFP.

Satz 55 Fiir alle o4-Strukturen S gilt:
(a) I gewinnt S & [LFPx, Jy(Zxy AVz(Zyz — X2))]s
(b) II gewinnt S & [LFPx, VYy(Zzy — 2(Zyz A X2))]s

Beide Teile des Satzes sind leicht einzusehen. Auflerdem werden wir in Abschnitt
9.4 einen Beweis nachliefern.

Satz 56 (Beschrinkte Skolemsche Normalform fiir IFP [Gro94]) Jede IFP-
Formel ist dquivalent zu einer Formel der Gestalt

(a) [LFPxz FVz(X2z V o(z,9,2))]t und einer Formel der Gestalt
(b) [LFPxz ¢o(2) VVy3z(X2 A (2,9, 2))]E,

wobei (Z,7,Z) (und po(Z)) jeweils eine quantorenfreie Formel ist, in der X nicht
vorkommit.

Beweis:

zu (a) Sei y die Formel aus Satz 55(a). Zzy A Vz(Zyz — Xz) ist dquivalent zu
V2(XzV (Zxy AN —Zyz)), unter der Voraussetzung, dafl es ein z gibt mit =X z. Dies
aber ist in jeder Iterationsstufe von X der Fall, denn sonst wéren alle Stellungen
Gewinnstellungen (sagt Satz 55(a)). Also ist x dquivalent zu

Y :=[LFPx, Vz(XzV (Zay A ~Zyz))]s

Damit ist ¥ eine Definition von GAME. Nach Satz 26 sind die Formeln ¥'T dann
eine Normalform fiir IFP. Sie haben die geforderte Gestalt.

zu (b) Der Beweis ist sozusagen dual zu dem von (a), mit einer kleinen Zusatz-
komplikation. Sei diesmal y die Formel aus Satz 55(b). Zzy — J2(Zyz A X z) ist
dquivalent zu 3z(Xz A (Zzy — Zyz)), unter der Voraussetzung, daf} es bereits ein

ISogar eine Boolesche Kombination von X1-Formeln, falls das jemand interessiert.
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z gibt mit Xz. Dies ist drgerlicherweise fiir Xo = () nicht der Fall. Deshalb miissen
wir uns kiinstlich einen Induktionsanfang verschaffen. x ist dquvivalent zu

X = [LFPxu, u# 2 V YyJwz(Xwz A (Zzy — Zyz Aw = z))]ss

Sei nun ¢ € IFP gegeben. Dann liefert uns der Hauptsatz fiir -/ eine remisfreie
quantorenfreie Ubersetzung I von o, mit

A E -1y & 1 gewinnt AT
Da II remisfrei ist, gilt auch
A= & 11 gewinnt, A1
Wegen ¥ = x und Satz 55(b) haben wir insgesamt:
Ay o Mgewinmt AMe A Ty o A"

Also ist ¥ siquvivalent zu ¢. ¥'! hat die geforderte Gestalt. a

Bemerkung 57 Aus Teil (a) der beschrinkten Skolemschen Normalform bekommt
man auch leicht wieder die Vollstédndigkeit von GAME beziiglich quantorenfreier
Reduktion.

Fiir das Diagramm

Dsko =

gilt: R ~
I gewinnt AP* o A | [LFPx; Vy3z(XzV o(Z,7,2))]t
Grohe beweist in [Gro94] die beschriinkte Skolemsche Normalform rein auf For-

melbasis. Zusammen mit dem Beweis in Kapitel 6 ergibt sich dadurch eine weitere
Moglichkeit unseren Hauptsatz zu beweisen.
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Kapitel 9

Negative PFP-Fragmente

Grohe betrachtet in [Gro94] unter anderem Formeln der Gestalt
[FPXE wo V Iy eX .. . AyeX 351¢X .. 35m¢X () ]LT

mit quantorenfreien Formeln g und ¢, in denen X nicht vorkommt. 30€ X ¢ ist hier-
bei eine Abkiirzung fir Jo(X0 A ¢) und Fo¢ Xy eine Abkiirzung fiir
35(~XT A @).

Diese Formeln sind im allgemeinen Fall (d.h [ und m unbeschrinkt) eine Normalform
fiir PFP. Beschrinkt man | und m durch konkrete Zahlenwerte, so erhilt man
verschiedene interessante Fragmente von PFP.

Definition 58 (PFPNF(l,m)) Fir allel,m € IN ist 1 eine PFPNF(l,m)-Formel,
wenn sie die Gestalt

[FPXE 900\/HgleX...Hglr€X3§1¢X...E|§m/¢X QO]LT

hat, mit I’ <1,m' < m und quantorenfreien Formeln ¢o und .
PFPNF (1,m) ist die hierdurch definierte Sublogik von PFP.

9.1 Definition

Definition 59 (PFP(1,m)) Flir alle I,m € IN ist PFP(l,m) die durch folgenden

Kalkil definierte Sublogik von PFP:

. . Y.
E wenn ¢ Atom, :“%, pr/\—z/’)’

wenn I’ < I,m' < mund X

$0,P
[FPx: @oVIgi€X...3ypeX Iz ¢X...32,,/¢X ¢ |t  nicht frei in o, ¢
Die Logik PFP(l,m) ist also die stratifizierte Variante von PFPNF(l,m).

9.2 Klassifizierung

Fiir jeden Wert von ! und m ist PFP(l,m) bzw. PFPNF(l,m) genauso ausdrucksstark
wie eine wohlbekannte Logik:

T~20 >1 T~ 0 >1

T 0| QF | LFP T 0| QF |LFP
PFPNF(lm) = —— =55 5pp PFP(Lm) = =75 5rp
>2 | JLFP | PFP >2 | SFP | PFP
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Hierbei ist TC die Logik mit einem Operator fiir die transitive Hiille einer definierba-
ren 2k-stelligen Relation, 39T C deren existentielles Fragment, ILFP das existentielle
Fragment von LFP und SFP die stratifizierte Variante von 3LFP. Wir wollen diese
Logiken nicht definieren, da sie hier nicht Gegenstand der Diskussion sind.

Alle Fille mit I > 0 sind in [Gro94] abgehandelt. PFPNF(0,0)=PFP(0,0)=QF ist
trivial. Es bleibt also zu zeigen, dal PFPNF(0,m)=PFP(0,m)=LFP fiir alle m > 1.

9.3 negPFP

Zunichst zeigen wir PFP(0,m) C LFP. Hierzu definieren wir eine Logik, die oberhalb
aller PFP(0,m) liegt.

Definition 60 (negPFP) negPFP ist die Sublogik von PFP, die durch folgenden

Kalkil gegeben ist:

..
E WennnpAtom, e (‘P/\i/’)’ chp’

® wenn @ negativ in X ist und X nicht frei im Geltungsbereich eines
7 . .
[FPXQ‘ 90] + Fixpunktoperators innerhalb von ¢ vorkommt

In negPFP wirken Fixpunktoperatoren nur auf Formeln die negativ und damit
antimonoton sind. Deshalb untersuchen wir jetzt antimonotone Abbildungen.

Satz 61 Sei F : Pot(A"™) — Pot(A™) antimonoton. Dann gilt
(i) F? ist monoton
(ii) (F%*(0))kemv ist eine aufsteigende Folge. Ihr Grenzwert ist Ifp(F?).
(iii) (EF2*(A™))remv ist eine absteigende Folge. Ihr Grenzwert ist gfp(F?).
(iv) (F?**1(0))remv ist eine absteigende Folge. Ihr Grenzwert ist gfp(F2).
(v) F°°(0) emistiert < fp(F?) = gfp(F?)

(vi) Wenn F>°(0) existiert, gilt fiir alle R C A™:
F>(R) emistiert und F*>®(R) = F>(()

Beweis:
(i) klar.
(ii) und (iii) Siehe Satz 5, Definition 6.

(iv) Aus § C F(A") folgt A™ D F(#) D F?(A™). Durch Iteration erhalten wir
allgemein F2*(A") D F2k+1(() > F2k+2(A"). Mit (iii) folgt die Behauptung.

(v) folgt aus (ii) und (iv).

(vi) Sei F>(0) = F?>™(()) der Fixpunkt von F. Aus §) C F(R) C F(0) erhalten wir
dann fiir alle k > m: F>(0) = F?*(§) C F?**1(R) C F?**1(0) = F>(0).

O
Definition 62 (¢*(X, 7)) Sei ¢(X,Z) eine PFP-Formel und die Stelligkeit von X

gleich der Linge von . Dann ist ©*>(X, %) die Formel, die man erhilt, wenn man
in (X, Z) alle Subformeln der Form X¥ durch o(X,F) ersetzt.
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Fiir Freunde und Bekannte der Notation mit dem Unterstrich: (X, Z) = ¢(p(X,_)
Folgende Eigenschaften der Formel (X, ) sind leicht zu sehen:

Satz 63 Sei p := (X, %) eine PFP-Formel und die Stelligkeit von X gleich der
Léinge von T. Dann gilt:

(i) Fpo =F}
(ii) ¢ ist negativ in X = ¢ ist positiv in X

(iii) ¢ € LFP = ©? € LFP O

Satz 64 negPFP C LFP

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB jede Formel [FPx; (X, )]t dquivalent zu
einer LFP-Formel ist, wenn ¢ := ¢(X, %) eine in X negative LFP-Formel ist. (Dann
kénnen wir in einer gegebenen negPFP-Formel von innen nach auflen nacheinander
alle Fixpunktoperatoren durch LFP-Formeln ersetzen).

Nach Satz 15 ist ¢ antimonoton, weil negativ in X. Nach Satz 61(v) existiert F°
genau dann, wenn Ifp(F?) = gfp(F?). So das der Fall ist, gilt F2° = lfp(F}).
Insgesamt ist also [FPxz (X, )]t dquivalent zur Formel

Vo([LFPx; ¢*(X,2)]v ¢ [GFPxz ¢*(X,2)[v) A [LFPx; ¢*(X, 7))t

Die Fixpunktoperatoren in obiger Formel sind tatséchlich LEP-Operatoren, da nach
Satz 63 ? eine LFP-Formel ist und positiv in X. Zur Definition des GFP-Operators
siehe Definition 17 und Satz 18. a

9.4 PFPNF(0,1)

Um die Logiken PFPNF(0,m) und PFP(0,m) nach unten abzuschitzen zeigen wir,
daB bereits PFPNF(0,1) O IFP.

Satz 65 Seiy := o(X,z) := y(ZxyA—=Xy). Dann gilt fiir alle Spiele S = (S, Z, s)
und alle a € S':

(i) Falls k gerade: a € Fj,s(w) & I gewinnt (S, Z,a) in k Halbziigen
Falls k ungerade: a € Fj,s((/)) & II gewinnt (S, Z, a) nicht in k Halbziigen

(i) a €fp(F? 5) & a ist Gewinnstellung von S
(iii) a € gfp(F? ) & a ist nicht Verluststellung von S

(iv) Der Fizpunkt von F, s existiert genau dann, wenn S remisfrei ist. In
diesem Fall ist er gleich der Menge der Gewinnstellungen von S.

Beweis:

(i) Sieht man leicht durch Induktion iiber k.

(ii) ¢ ist antimonoton, weil negativ in X. Nach Satz 61(ii) ist Ifp(F; ) der Grenz-

wert der aufsteigenden Folge (Fgffs((b))ke w- Nach (i) ist dies die Menge der
Gewinnstellungen von S.

(iii) Analog mit Satz 61(iv).

T

 T)-
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(iv) « ist antimonoton, weil negativ in X. Nach Satz 61(v) existiert der Fixpunkt
von F, s genau dann, wenn Ifp(F? ) = gfp(F) 5). Mit (i) und (iii) ist dies
genau dann der Fall, wenn fiir alle a € S gilt: a ist Gewinnstellung < a ist
nicht Verluststellung, also wenn S remisfrei ist.

O

Wir tragen nun den in Abschnitt 8.3 angekiindigten Beweis von Satz 55 nach:

Beweis von Satz 55: Sei (X, ) := Jy(Zxy A =Xy), wie im vorigen Satz. Dann
gilt nach (ii) und (iii):

(a) Tgewinnt S & [LFPx, ©?(X,z)]s

(b) II gewinnt S & —[GFPx, ¢*(X,z)]s

Man rechnet nach, daf3
[LFPx. ¢*(X,z)]s = [LFPx, Jy(Zzy AVz(Zyz = X2z))]s und
=[GFPx, ©?(X,z)]s = [LFPx, Vy(Zzy — 32(Zyz A X2))]s.

Dies sind erfreulicherweise die Formeln aus Satz 55.
(Zu letzterem verwende man —~[GFPx, ¢*(X,r)]s = [LFPx, —¢*(=X,z)]s ) O

Definition 66 (xn) xn = [FPx. Jy(-Xy A Zzy)ls

Satz 67 Mod(xn) = GAMENRF

Beweis: Folgt aus Satz 65(iv). O

Satz 68 GAME NRF ist in LEP definierbar.
Beweis: yn € negPFP C LFP (nach Satz 64). m|

Satz 69 Jede IFP-Formel ist dquuivalent zu xA™" fir eine quantorenfreie Uberset-
zung II von oy

Beweis: Nach Korollar 37 ist Mod(xn) = GAME N RF hart fiir IFP beziiglich
quantorenfreier Reduktion. Satz 26 liefert die Behauptung. a

Es handelt sich hier nicht um eine Normalform fiir IFP. Zwar sind alle IFP-Formeln
dquivalent zu einem xA™, aber diese Formeln sind im Allgemeinen keine IFP-
Formeln. Der Iterationsprozess ist bei ihnen nur in pathologischen Fillen induktiv.
Dafiir ist es eine Normalform fiir negPFP, da xn € negPFP ist und negPFP=IFP,
wie wir gleich sehen werden.

Satz 70 IFP C PFPNF(0,1)

Beweis: Dies folgt aus dem vorigen Satz, da die Formeln y~!' offensichtlich
PFPNF(0,1)-Formeln sind. |

9.5 Happy End

Satz 71 LFP = IFP = PFPNF(0,m) = PFP(0,m) fir alle m € IN

Beweis: Mit Satz 70 und Satz 64 haben wir:
LFP = IFP c PFPNF(0,1) ¢ PFPNF(0,m) C PFP(0,m) C negPFP Cc LFP O
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